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Prólogo
El objetivo de este libro es la visualización interactiva en 2D y en 3D. La mayoría de las figuras
vienen con una liga a una aplicación, llamada usualmente “demostración” (aplicación interactiva),
que se corre con Wolfram CDFPlayer. Esta aplicación es gratuita y se puede descargar en
https://www.wolfram.com/cdf-player/. Las “aplicaciones interactivas” son un archivo .cdf que
se ejecuta con WOLFRAM CDFPLAYER en una ventana emergente.
En la “versión 1” el libro viene con un folder con las aplicaciones interactivas .cdf. En la “versión
2” el libro solo es un “pdf” con ligas a Internet (la liga descarga la aplicación interactiva desde
Internet, y el CDFPlayer la ejecuta).
El lector puede visualizar la teoría y muchos de los ejemplos, e interactuar con las figuras en la
aplicación interactiva, usando el ratón. Varias aplicaciones interactivas se usan para visualizar la
dinámica de una definición o un teorema y su alcance y significado.
Como es conocido, la visualización interactiva funciona bien como complemento y requiere
“narrativa” por parte del profesor, para obtener buenos resultados en la enseñanza. También es
deseable ejercicios de verbalización, en algunas actividades, por parte del estudiante
El libro viene con una gran cantidad de ejercicios y ejemplos, recogidos tras varios semestres
de impartir el curso de Álgebra Lineal. La plantilla LATEX de este libro se puede solicitar a los autores.
Si tiene sugerencias o correcciones, por favor escriba a los autores.
Cartago, Abril 22, 2018.
WALTER MORA F.
wmora2@tec.ac.cr
MARCO GUTIERREZ M.
vgutierrez@itcr.ac.cr

1 — Vectores
Puntos. A partir de la representación de R, como una recta numérica, los elementos (a,b) ∈ R2 se asocian
con puntos de un plano definido por dos rectas perpendiculares que al mismo tiempo definen un sistema
de coordenadas rectangulares donde la interseccón representa al origen de coordenadas (0,0) y cada par
ordenado (a,b) se asocia con un punto de coordenada a en la recta horizontal (eje X ) y la coordenada
b en la recta vertical (eje Y ). Analógamente, los puntos (a,b,c) ∈ R3 se asocian con puntos en el espacio
tridimensional definido con tres rectas mutuamente perpendiculares. Estas rectas forman los ejes del sistema
de coordenadas rectangulares (ejes X , Y y Z ).
Seleccione y arrastre el punto (verde)
Punt os en 2D Punt os en 3D
- 4 - 2 2
- 4
- 2
2
Wolfram CDF Player
Figura 1.1: Un punto P en dos y en tres dimensiones
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Vectores. En física, la velocidad y dirección de un flujo en un punto puede estar representada por una flecha.
La longitud de la flecha representa la velocidad del flujo en ese punto y la orientación de la flecha indica la
dirección del movimiento en ese punto. A estas flechas se les llaman vectores. En general, los “vectores” son
simplemente los elementos de conjuntos más generales llamados “espacios vectoriales”.
Los conjuntos R, R2,R3, ...,Rn se pueden ver como conjuntos de puntos tanto como conjuntos de vectores.
Recordemos que
R2 = {(v1, v2) tal que v1, v2 ∈ R}
R3 = {(v1, v2, v3) tal que v1, v2, v3 ∈ R}
Rn = {(v1, v2, ..., vn) tal que v1, v2, ..., vn ∈ R}
Notación. Los puntos se denotan con las letras mayúsculas, P , Q, R etc. mientras que los vectores se de-
notan como #»u , #»v , #»w ... o también como u, v, w. El vector nulo en Rn se denota con 0= (0,0, ...,0). A veces
consideramos los vectores que van desde el origen O = (0,0, ...,0) hasta el punto P , en este caso escribimos
OP. Los vectores que van desde el punto P1 hasta el punto P2 los denotamos con P1P2.En el contexto de
los vectores, los números reales serán llamados escalares y se denotarán con letras minúsculas cursivas tales
como α, β, k, etc.
Algunos cálculos requieren combinar las notaciones de puntos y vectores porque lo que se requiere es usar
solamente las coordenadas.
Seleccione y arrastre el vector o el punto (verde)
Punt o y vect or en 2D Punt o y vect or en 3D
- 4 - 2 2
- 4
- 2
2
Wolfram CDF Player
Figura 1.2: Un punto P y un vector v, en dos y en tres dimensiones
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Traslación. Muchas veces necesitamos hacer traslaciones de un vector v hasta el punto P . La traslación de v
conserva de su magnitud y su dirección y su cola está en el punto P mientras que la punta está en el punto
P + v .
Wolfram CDF Player
Figura 1.3: Traslación de un vector v a un punto P
1.1 Operaciones Básicas
Igualdad. Dos vectores son iguales si tienen, en el mismo orden, los mismos componentes.
Definición 1.1 (Igualdad).
Si v= (v1, v2, ..., vn) y w= (w1, w2, ..., wn) ∈Rn , entonces v=w si y sólo si v1 =w1, v2 =w2, ..., vn =wn .
En particular, si v, w ∈R3, entonces v=w si y sólo si v1 =w1, v2 =w2, v3 =w3.
Ejemplo 1.1
Sea v= (1,3,3) y w= (3,1,3) , entonces v 6=w.
14 Vectores
Suma y resta. En un vector cada componente se
interpreta como un desplazamiento en la dirección
del eje respectivo, si v = (v1, v2) y w = (w1, w2)
entonces el vector suma tiene como primera
componente la suma de los desplazamientos en
en el eje X , es decir, v1+w1 y como segunda com-
ponente la suma de los desplazamientos en en el
eje Y , es decir, v2+w2. Así v+w= (v1+w1, v2+w2).
Es natural definir la suma y resta de vectores en Rn como una suma o resta, componente a componente.
Definición 1.2 (Suma).
Si v = (v1, v2, ..., vn) y w = (w1, w2, ..., wn) ∈ Rn , entonces v+w = (v1 +w1, v2 +w2, ..., vn +wn). En
particular, si v= (v1, v2, v3), w= (w1, w2, w3) ∈R3, entonces v+w= (v1+w1, v2+w2, v3+w3)
Seleccione y arrastre los vectores y (verdes) Wolfram CDF Player
Figura 1.4: Suma de vectores
Definición 1.3 (Resta).
Si v = (v1, v2, ..., vn) y w = (w1, w2, ..., wn) ∈ Rn , entonces v−w = (v1 −w1, v2 −w2, ..., vn −wn). En
particular, si v= (v1, v2, v3) ∈R3 y w= (w1, w2, w3) ∈R3, entonces v−w= (v1−w1, v2−w2, v3−w3)
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Seleccione y arrastre los vectores y
Rest a de vect or es en 2D Rest a de vect or es en 3D
- 4 - 2 2
- 4
- 2
2
Wolfram CDF Player
Figura 1.5: Resta de vectores
Ejemplo 1.2
a.) Sea v= (1,3,4) y w= (3,1,4) , entonces
v+w= (1+3, 3+1, 4+4)= (4,4,8)
X
Y
Z
vw
v w
b.) Sea v= (1,3,4) y w= (3,1,4) , entonces
v−w= (−2,2,0) y w−v= (2,−2,0).
X
Y
Z
vw
v ww v
v (traslación)w
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Definición 1.4 (Vector desplazamiento)
Dados dos puntos P = (p1, p2, p3), Q = (q1, q2, q3) ∈ R3, el vector de desplazamiento de P a Q es
PQ=OQ−OP= (q1−p1, q2−p2, q3−p3)
Seleccione y arrastre los vectores los puntos verdes
Vect or de despl azami ent o
- 4 - 2 2
- 4
- 2
2
Wolfram CDF Player
Figura 1.6: Vector desplazamiento de P a Q
Ejemplo 1.3
Sea P = (0,3,1), Q = (1,2,4) y R = (10,1,6). Entonces
OR=OP+PQ+QR.
X
Y
Z
Paralelogramos. Dados tres puntos P , Q, R ∈ R3, podemos construir un paralelogramo con tres de sus
vértices en estos puntos y determinamos un cuarto punto usando suma, resta y traslación de vectores. En
efecto, si consideramos los vectores PQ y PR entonces el cuarto vértice S cumple
PS=PQ+PR
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es decir, el cuarto vértice S sería
S =Q−P +R−P +P =Q+R−P
Seleccione y arrastre los puntos , o
Detalles del paralelogramo Wolfram CDF Player
Figura 1.7: Paralelogramo de vértices P ,Q,R y S =Q+R−P
Ejemplo 1.4
Considere los puntos A = (0,0,1),B = (3,5,0) y C = (2,0,0). Nos interesa calcular D ∈ R3 tal que
A, B , C y D sean los vértices de un paralelogramo. Hay tres soluciones. Supongamos que el
paralelogramo tiene lados AB y AC , entonces B − A =D1−C de donde D1 =C +B − A , en este caso,
D1 es el vértice opuesto al vértice A . Las otras dos soluciones son D2 =C +A−B y D3 = A+B−C . Así,
tenemos los paralelogramos AC BD3, AC D1B y AD2C B .
X
Y
Z
A
B
C
D3
X
Y
Z
A
B
C
D1
D2
D3
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Ejemplo 1.5
Sea P = (1,2,−1) ,Q = (1,4,3) y R = (1,−1,5) . Nos interesa determinar un punto S de manera que
PQRS sea un paralelogramo. Si se considera el paralelogramo con lados PQ y PR unidos por el vértice
P , por la interpretación de la suma, el vértice opuesto a P , que es el vértice que denominamos como S,
cumple con la igualdad:
PS=PQ+PR,
es decir, S =Q−P +R−P +P = (0,2,4)+ (0,−3,6)+ (1,2,−1)= (1,1,9)
Multiplicación por un escalar. Un escalamiento de un vector, por un factor k ∈ R, se logra multiplicando cada
componente por el mismo número real k
Definición 1.5 (Multiplicación por un escalar).
Consideremos el vector v= (v1, v2, ..., vn) ∈Rn y el escalar k ∈R, entonces kv= (k v1,k v2, ...,k vn). En
particular, si v= (v1, v2, v3) ∈R3 y el escalar k ∈R, entonces kv= (k v1,k v2,k v3)
Seleccione y arrastre el vector (verde) o el deslizador para
Escal ami ent o ( ar r ast r e par a escal ar el vect or )
- 3 - 2 - 1 1 2 3
Escal ar un vect or en 2D
3
2
Escal ar un vect or en 3D
3
2
- 4 - 2 2
- 4
- 2
2
Wolfram CDF Player
Figura 1.8: Escalamiento de v
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Ejemplo 1.6
Sea v= (1,3,4) entonces

2v = (2,6,8)
1
2v =
(1
2 ,
3
2 ,
4
2
)
Ejemplo 1.7
Sea A = (1,2,−1), B = (0,3,2), C = (1,5,0) y D = (p,2,k) . Para determinar los valores de p y k de modo
que AB= t ·CD se tiene que
AB=B − A = (0,3,2)− (1,2,−1)= (−1,1,3)
CD=D−C = (p,2,k)− (1,5,0)= (p−1,−3,k)
Ahora bien, como AB= t ·CD entonces
(−1,1,3)= t · (p−1,−3,k)⇐⇒

t (p−1) = −1
−3t = 1
tk = 3.
Resolviendo se tiene que t =−1
3
y en consecuencia p = 4 y k =−9
Ejemplo 1.8
Suponga que ABC D es un paralelogramo formado
por los vectores AB y AD que tiene A y C como
vértices opuestos. Deseamos demostrar que se
cumple AB+ 1
2
BD= 1
2
AC.
En efecto, observemos que BD = AD−AB por ser
resta de dos vectores. Entonces al multiplicar por
1
2
esta ecuación implica que
1
2
BD= 1
2
AD− 1
2
AB
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Ahora bien,
AB+ 1
2
BD = AB+ 1
2
AD− 1
2
AB
= AB− 1
2
AB+ 1
2
AD
= 1
2
AB+ 1
2
AD
= 1
2
(AB+AD)
Pero por suma de vectores se cumple que AB+AD=AC entonces
AB+ 1
2
BD= 1
2
AC
Vector unitario. Un vector v es unitario si longitud es 1
Ejemplo 1.9 (Vectores unitarios ıˆ , ˆ , y kˆ)
Hay tres vectores unitarios muy usados:
a.) ıˆ = (1,0,0)
b.) ˆ = (0,1,0)
c.) kˆ = (0,0,1)
Cualquier vectorer de R3 se puede escribir como una com-
binación lineal de estos tres vectores:
(a,b,c)= a ıˆ +b ˆ+ c kˆ
X
Y
Z
Ejemplo 1.10 (Combinación lineal de dos o más vectores)
Sea u= (4,−1,1),v= (0,0.5,3) y w= (0,3,0.5).
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a.)u+0.5v+ w = (4,−1,1)+ [0.5(0,0.5,3)+ (0,3,0.5]
= (4,−1,1)+ (0,3.25,2)
= (4,2.25,3)
b.)u+ t v+ sw = (4,−1,1)+ [t (0,0.5,3)+ s (0,3,0.5]
= (4,−1,1)+ (0, 3s+0.5t , 0.5s+3t )
= (4, −1+3s+0.5t , 1+0.5s+3t )
X
Y
Z
v
w
0.5v w
u
+
0.5v w+u +
Ejemplo 1.11
Sea u = (2,−1,1) y v = (1,−6,2). Determinar para qué valores de c se cumple que w = (−2,c,−1) se
puede expresar como combinación lineal de
{
2u, v
}
.
Solución: En primer lugar 2v= 2(1,−6,2)= (4,−2,2), entonces se cumple que
(−2,c,−1)= t (4,−2,2)+ s(1,−6,2)
Resolviendo las operaciones con los vectores se llega a las siguientes ecuaciones
4t + s = −2
−2t −6s = c
2t +2s = −1
Tomando la primera y tercera ecuación
4t + s = −2
2t +2s = −1
=⇒
 t = −
1
2
s = 0
Sustituyendo estos valores en la ecuación −2t −6s implica que c = 1
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1.2 Propiedades de los vectores
Las propiedades más útiles de los vectores, según lo que ha demostrado la experiencia, se enuncian en el
siguiente teorema,
Teorema 1.1 (Propiedades de los vectores).
Si v,w,u ∈Rn y α,β ∈R entonces,
1.) Conmutatividad: v+w=w+v
2.) Asociatividad: u+ (v+w)= (u+v)+w
3.) Elemento neutro: v+0= v
4.) Inversos: v+ −v= 0
5.) 1v= v
6.) αβv=α (βv)
7.) α (v+w)=αv+αw
8.)
(
α+β)v=αv+βv
1.3 Producto punto y norma.
El producto punto (o escalar) es una operación entre vectores que devuelve un escalar. Esta operación es
introducida para expresar algebraicamente la idea geométrica de magnitud y ángulo entre vectores.
Definición 1.6 (Producto punto o interior).
Si v= (v1, v2, ..., vn), w= (w1, w2, ..., wn) ∈Rn entonces el producto punto (o escalar) v ·w se define de la
siguiente manera,
v ·w= v1 ·w1 + v2 ·w2+, ...,+vn ·wn ∈R
En particular, si v= (v1, v2, v3), w= (w1, w2, w3) ∈R3, entonces v ·w= v1 ·w1 + v2 ·w2+ v3 ·w3 ∈R
Ejemplo 1.12
a.) Sean v= (−1,3,4) y w= (1,0,p2) entonces
v ·w = −1 ·1+3 ·0+4 ·p2 = 4p2−1
b.) Sea u= (a,b,c) entonces
u ·u = a2+b2+ c2
De aquí se deduce que u ·u≥ 0 y que u ·u= 0 solamente si u= 0.
Vectores, rectas y planos. Walter Mora F., Marco Gutierrez M.
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Ejemplo 1.13
Sea A = (2,−1,1), B = (−1,1,0) y el vector a= (3,−2,3). Entonces si b=AB se cumple
AB= (−1,1,0)− (2,−1,1)= (−3,2,−1)
a ·b= (3,−2,3) · (−3,2,−1)=−9+−4+−3=−16
Ejemplo 1.14
Sea u = (−2,3,1) y v = (−1,2,0). Determinar el vector w = (x, y ,0) que cumple simultáneamente las
condiciones siguientes
a.) w ·u= 2
Solución: Realizamos las operaciones
(x, y ,0) · (−2,3,1)= 2
(x, y ,0)= t (−1,2,0)
=⇒

−2x+3y = 2
(x, y ,0)= (−t ,2t ,0)
Así,
x =−t , y = 2t
Si sustituimos en la ecuación −2x+3y = 2 tenemos
−2(−t )+3(2t )= 2
2t +6t = 2
t = 1
4
Por tanto, w=
(
−1
4
,
1
2
,0
)
Ejemplo 1.15
Considere los vectores u = (1,0,2) y v = (−2,0,3). Determinar el vector w = (x, y , y) que satisface
simultáneamente las condiciones:
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a.) (u−2v) ·w=−3
b.) w · (x,0,0)= 1
Solución:
(u−2v) ·w = −3[(1,0,2)−2(−2,0,3)] · (x, y , y)
= [(1,0,2)− (−4,0,−6)] · (x, y , y)
= (5,0,8) · (x, y , y)
= 5x+8y =−3
Además,
w · (x,0,0)= 1 =⇒ (x, y , y) · (x,0,0)= 1
=⇒ x2 = 1
=⇒ x =±1
Sustiyeyendo x = 1 en 5x+8y =−3, se tiene que y =−1. En forma análoga, si x =−1 entonces y = 1
4
.
Por tanto, existen dos vectores w que cumplen ambas condiciones, ellos son
w= (1,−1,−1) y w=
(
−1, 1
4
,
1
4
)
Propiedades del producto punto. En los cálculos que usan el producto punto es frecuente invocar las propie-
dades que se enuncian en le teorema que sigue. También, el producto punto se generaliza como el producto
interno (en contraposición con el producto exterior). Las propiedades que permanecen en esta generalización
son,
Teorema 1.2 (Propiedades del producto punto).
Consideremos los vectores v,w,u ∈Rn y α ∈R, entonces
1.) v ·v> 0 si v 6= 0 (el producto punto es definido positivo)
2.) v ·w=w ·v
3.) u · (v+w)=u ·v+u ·w
4.) (αv) ·w=α (v ·w)
Nota: No hay propiedad asociativa pues “v · (w ·u)” no tiene sentido dado que w ·u es un número real.
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Ejemplo 1.16
Sean u y v dos vectores tales que (u+v)2 = 25 y (u−v)2 = 9. Calcular u ·v
Solución: Se tiene que 
25 = (u+v)2 = (u+v) · (u+v)=u ·u+2 ·u ·v+v ·v
9 = (u−v)2 = (u−v) · (u−v)=u ·u−2 ·u ·v+v ·v
Restando ambos miembros de las igualdades obtenemos
16= 4 ·u ·v =⇒ u ·v= 4
Ejemplo 1.17
Es claro que si se cumple la igualdad u ·v = u ·w no es válido afirmar que v = w. Consideremos un
contraejemplo con vectores en R3; siendo u= (4,−1,2), v= (1,2,−1) y w= (0,2,1).
u ·v= (4,−1,2) · (1,2,−1)= 0
u ·w= (4,−1,2) · (0,2,1)= 0
=⇒ v 6=w
Norma (Euclidiana). La norma define la longitud de un vector desde el punto de vista de la geometría eucli-
deana
Definición 1.7 (Norma).
Si v= (v1, v2, ..., vn) ∈ Rn entonces la norma de este vector se denota ||v|| y se define de la siguiente
manera,
||v|| = pv ·v=
√
v21 + v22 + ...+ v2n
En particular, si w= (w1, w2) ∈ R2 y v= (v1, v2, v3) ∈R3,
||w|| = pw ·w=
√
w 21 +w 22
||v|| = pv ·v=
√
v21 + v22 + v23
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Figura 1.9: Norma de v
Observemos que v ·v= ||v||2 y que la distancia de A a B es d(A,B)= ||B − A||.
Ejemplo 1.18
a.) Sea w= (1,0,p2) entonces ||w|| =
√
12+02+ (p2)2 =p3
b.) La distancia de A = (x, y , z) a B = (1,−3,2) es ||B − A|| =√(x−1)2+ (y +3)2+ (z−2)2
Ejemplo 1.19
Sea P = (4,2,1), Q = (6,2,1) y R = (5,2+p3,1) . Deseamos demostrar que el triángulo PQR es equiláte-
ro. Por demostrar que ||PQ|| = ||QR|| = ||RP||. Entonces
||PQ || = ||Q−P || = || (2,0,0) || = 2
||QR || = ||R−Q || = || (−1,p3,0) || =
√
(−1)2+
(p
3
)2 = 2
||RP || = ||P −R || = || (−1,−p3,0) || =
√
(−1)2+
(
−p3
)2 = 2
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Ejemplo 1.20
Considere los puntos P = (2, y − 2,−1) y Q = (1,2,−1). Nos interesa hallar los valores de y tal que
||PQ|| =p2. Entonces
||PQ|| = ||Q−P || = ||(1,2,−1)− (2, y −2,−1)|| = ||(−1,4− y ,0)||
||(−1,4− y ,0)|| =
√
(−1)2+ (4− y)2+02 =
√
y2−8y +17
Ahora, √
y2−8y +17=p2⇐⇒ y2−8y +15= 0
Resolviendo esta ecuación cuadrática, se obtienen los valores y = 3, y = 5
Ejemplo 1.21
Nos interesa determinar el o los vectores r que cumplen simultáneamente con las condiciones:
a.) ‖r+ (1,−2,0)‖ =p5
b.) r= s · (0,−3,1)
Entonces
‖r+ (1,−2,0)‖ =p5 =⇒ ‖(a+1,b−2,c)‖ =p5
=⇒
√
(a+1)2+ (b−2)2+ c2 =p5
=⇒ (a+1)2+ (b−2)2+ c2 = 5
Luego,
(a,b,c)= s · (0,−3,1) =⇒ a = 0, b =−3s, c = s
Sustituyendo en la primera ecuación se tiene que
(a+1)2+ (b−2)2+ c2 = 5 =⇒ 12+ (−3s−2)2+ s2 = 5
=⇒ 1+9s2+12s+4+ s2 = 5
=⇒ 10s2+12s = 0
Las soluciones de esta ecuación cuadrática son s = 0, s = −6
5
. Por tanto, los vectores que cumplen
simultáneamente las condiciones son r= (0,0,0) y r= (0, 185 ,−65)
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Ejemplo 1.22
Sea u el vector que satisce las condiciones siguientes:
a.) u es combinación lineal de los vectores (1,−1,2) y (−4,0,−1)
b.) u · (−1,1,2)= 0
c.) ||u|| =p35
Entonces
u= t (1,−1,2)+ s(−4,0,−1)
Así, si u= (x, y , z) implica que 
x = t −4s
y =−t
z = 2t − s
Ahora bien, si u · (−1,1,2)= 0, entonces −x+ y +2z = 0. En el sistema de ecuaciones las variables x, y , z
dependen de t y s. Así,
−x+ y +2z = 0 =⇒ −(t −4s)− t +2(2t − s)= 0
=⇒ −t +4s− t +4t −2s = 0
=⇒ 2t +2s = 0
=⇒ t + s = 0
=⇒ t =−s
De la condición ||u|| =p35 implica que x2+ y2+ z2 = 35. Entoces
x2+ y2+ z2 = 35 =⇒ (t −4s)2+ (−t )2+ (2t − s)2 = 0
=⇒ (−s−4s)2+ s2+ (−2s− s)2 = 0
=⇒ (−5s)2+ s2+ (−3s)2 = 0
=⇒ 35s2 = 35
=⇒ s =±1
Si s = 1, entonces t = −1; así u = (−5,1,−3). Además, tomando s = −1, t = 1 y obtenemos el vector
u= (5,−1,3), ambos son vectores que satisfacen las condiciones del problema.
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Definición 1.8 (Vector unitario).
Un vector v se dice unitario si su norma es 1. Es común escribir vˆ para indicar que este vector es
unitario.
Observe que si ||v|| 6= 0 entonces v||v|| es unitario
El vector w= (cosθ, sinθ) es unitario para todo θ ∈R, pues ||(cosθ, sinθ)|| =
p
cos2θ+ sen2θ = 1.
Teorema 1.3 (Propiedades de la norma).
Consideremos los vectores v,w ∈Rn y α ∈R, entonces,
a.) ||v|| ≥ 0 y ||v|| = 0 si y sólo si v= 0
b.) ||αv|| = |α| ||v||
c.) ||v+w|| ≤ ||v||+ ||w|| (desigualdad triangular)
d.) |v ·w| ≤ ||v|| ||w|| (desigualdad de Cauchy-Schwarz)
Ejemplo 1.23
a.) (Vectores unitarios) Sea w= (1,0,2), entonces∣∣∣∣∣∣∣∣ w||w||
∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∣∣ 1||w||w
∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣ 1||w||
∣∣∣∣ ||w|| =
p
5p
5
= 1
b.) Sea w= (1,0,2) entonces ||−2w|| = 2 ||w|| = 2p5
Vectores, rectas y planos. Walter Mora F., Marco Gutierrez M.
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1.4 Ángulo entre vectores en Rn.
Razonando en R3, a partir de la Ley de los cosenos
podemos establecer una relación entre el producto
punto, normas y ángulos, como se muestra a
continuación.
Ley de los cosenos. Si a,b y c son las longitudes
de los lados de un triángulo arbitrario, se tiene la
relación
c2 = a2+b2 − 2ab cosθ
donde θ es el ángulo entre los lados de longitud a y b.
Para visualizar esta ley usando vectores, considere-
mos el triángulo determinado por los vectors v, w ∈
R3, como se muestra en la figura. Entonces
X
Y
Z
Figura 1.10: Ángulo entre dos vectores usando ley de cosenos
||v−w||2 = ||v||2+||w||2−2||v|| ||w||cosθ (∗)
ahora, puesto que
||v−w||2 = (v−w) · (v−w)= ||v||2+||w||2−2v ·w
entonces, despejando en (*) obtenemos
v ·w= ||v|| ||w|| cosθ
Ángulo entre vectores en Rn . Si v,w ∈Rn son vectores no nulos, entonces usando la desigualdad de Cauchy-
Schwarz,
|v ·w| ≤ ||v|| ||w||
y, por la propiedad del valor absoluto |x| ≤ k ⇐⇒ −k ≤ x ≤ k para un número k ≥ 0, obtenemos
−||v|| ||w|| ≤ v ·w ≤ ||v|| ||w||
y entonces
−1≤ v ·w||v|| ||w|| ≤ 1.
Por tanto, se puede garantizar que para v,w ∈Rn vectores no nulos, siempre es posible encontrar un único
θ ∈ [0,pi] tal que v ·w= ||v|| ||w|| cosθ. Formalmente,
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Definición 1.9
Si v,w ∈Rn son vectores no nulos, el ángulo entre v y w, denotado <) v, w, es el único θ ∈ [0,pi] tal que
v ·w= ||v|| ||w|| cosθ, i.e. θ = arccos
(
v ·w
||v|| ||w||
)
,
Seleccione y arrastre los vectores y
Wolfram CDF Player
Figura 1.11: Ángulo entre vectores
Dos vectores son ortogonales si al menos uno de ellos es nulo o si el ángulo entre ellos es pi/2 y son paralelos
si son colineales. Por ejemplo, si tenemos dos vectores no nulos v= (x, y) y w= (−y , x), estos vectores son
perpendiculares pues v ·w= 0 =⇒ θ =pi/2.
Definición 1.10 (Paralelismo y perpendicularidad)
Dos vectores no nulos u,v ∈Rn
a.) son paralelos si <) u,v= 0 o <) u,v=pi, i.e. u = λv para algún λ ∈R.
b.) son perpendiculares si <) u,v=pi/2. En este caso u ·v = 0.
Los cosenos directores de un vector son las componentes de un vector unitario.
Sea w=OP= (w1, w2, w3), sus cosenos directores son,
cosα= w1||w|| , cosβ=
w2
||w|| , cosγ=
w3
||w||
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donde α, β, γ son los ángulos directores de w
α: ángulo entre OP y la parte positiva del eje X
β: ángulo entre OP y la parte positiva del eje Y
γ: ángulo entre OP y la parte positiva del eje Z
. Observe que en este caso, si w es unitario, entonces w= (cosα, cosβ, cosγ)
Ejemplo 1.24
Sean w= (1,0,p2) y v= (−2,1,p2) entonces w y v son
ortogonales pues w ·v=−2+2= 0
Ejemplo 1.25
Considere los vectores u y v tales que u= a ıˆ −3 ˆ+2 kˆ y v= ıˆ +2 ˆ−a kˆ . Para determinar el valor de
a de forma tal que los vectores sean ortogonales entonces
u= (a,−3,2) y v= (1,2,−a)
Así,
u ·v= 0 =⇒ (a,−3,2)(1,2,−1)= 0 =⇒ a−6−2= 0 =⇒ a = 8
Ejemplo 1.26
Sean A = (1,−5, a), B = (3, a,−1) y C = (a,−5,2) los vértices de un triángulo ABC . Si deseamos encon-
trar el valor de a para que dicho triángulo sea rectángulo en A realizamos lo siguiente
AB=B − A = (2, a+5,−1−a); AC=C − A = (a−1,0,2−a)
Ahora, se debe cumplir que AB ·AC= 0, es decir
AB ·AC= 0 =⇒ (2, a+5,−1−a) · (a−1,0,2−a)= 0 =⇒ a2+a−4= 0
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Resolviendo:
a = −1+
p
17
2
, a = −1−
p
17
2
Ejemplo 1.27
Sean u= (3,2,0) y v= (2,1,−1). Nos interesa resolver el problema de encontrar los valores de m y n
para que el vector w= (m,n,1) se ortogonal a u y v. Entonces
(m,n,1) · (3,2,0)= 0 =⇒ 3x+2y = 0
(m,n,1) · (2,1,−1)= 0 =⇒ 2x+ y −1= 0
Resolviendo el sistema, se obtiene m = 2 y n =−3
Ejemplo 1.28
Sean w= (2,0,2) y v= (0,2,2) entonces el ángulo entre
w y v es
θ = arccos
(
1
2
)
=pi/3;
pues,
cosθ = v ·w||v|| ||w|| =⇒ θ = arccos
(
v ·w
||v|| ||w||
)
= arccos
(
1
2
)
Ejemplo 1.29
Sean v= (1,−1,0) y w= (1,1,0). Determine un vector u ∈R3 que cumpla las tres condiciones siguientes
a.) u ⊥ v, b.) ||u|| =p5, c.) <) u,w= pi
3
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Solución: Para resolver el problema, supongamos que
u= (x, y , z), entonces tenemos que

u ·v = 0
||u|| = p5
u ·w = ||u|| ||w||cos pi3
=⇒

x− y = 0
x2+ y2+ z2 = 5
x+ y = 4p2 · 1
2
=⇒

x = y
2x2+ z2 = 5
x = p2,
de donde finalmente obtenemos, u= (p2, p2, ±1)
Ejemplo 1.30
Verificar que si u+v y u−v son ortogonales entre sí, entonces ||u|| = ||v||.
Solución: Si u+v y u−v son vectores ortogonales entonces tenemos que
(u+v) · (u−v)= 0
Note que
(u+v) · (u−v)= 0 =⇒ u ·u−v ·v= 0 =⇒ ||u||2−||v||2 = 0 =⇒ ||u||2 = ||v||2
Entonces
||u||2 = ||v||2 =⇒ (||u||− ||v||) · (||u||+ ||v||)= 0
Así,
||u|| = ||v|| ó ||u|| = −||v||
Sin embargo, como ||u|| ≥ 0 entonces no sería válido afirmar que ||u|| = −||v||,esto que implica que||u|| =
||v|| como deseábamos demostrar.
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Ejemplo 1.31
Determine x si se sabe que el ángulo formado por los vectores u= (x,1,1) y v= (1, x,1) es igual a pi
3
Solución: Tenemos que
cosθ = u ·v||u|| · ||v|| =⇒ cos
pi
3
= (x,1,1) · (1, x,1)p
x2+2 ·
p
x2+2
=⇒ 1
2
= x+x+1
x2+2 =⇒ x
2+2= 4x+2
Resolviendo la ecuación cuadrática x2−4x = 0 tenemos que las soluciones corresponden a x = 0 y
x = 4. Por tanto, el ángulo formado por los vectores u y v es igual a pi/3, si x = 0 ó x = 4
Ejemplo 1.32
Seanu= (x, y , z) y v= (z, x, y) tales que x+y+z = 0. Determinar el ángulo formado por los vectoresu y v.
Solución: Supongamos que θ es el ángulo formado entre ambos vectores, entonces tenemos que
cosθ = u ·v||u|| · ||v|| =
(x, y , z) · (z, x, y)√
x2+ y2+ z2 ·√z2+x2+ y2 = xz+ y x+ z yx2+ y2+ z2
Además, como x+ y + z = 0, entonces elevando al cuadrado ambos miembros de esta igualdad obtene-
mos que
(x+ y + z)2 = 0 =⇒ x2+ y2+ z2+2y x+2xz+2z y = 0⇐⇒ x2+ y2+ z2 =−2(xz+ y x+ z y)
Realizando la sustitución tenemos que
cosθ = xz+ y x+ z y
x2+ y2+ z2 =
xz+ y x+ z y
−2(xz+ y x+ z y) =⇒ cosθ =−
1
2
=⇒ θ = 2pi
3
, pues θ ∈ [0,pi]
Ejemplo 1.33
Determinar los vectores u= (a,2b,b) que cumple simultáneamente las condiciones siguientes
a.) ||u|| = 12; y b.) u y el eje Y forman un ángulo de pi
3
Solución:
‖u‖ = 12 =⇒
√
a2+4b2+b2 = 12 =⇒ a2+5b2 = 144
Además,
cos
pi
3
= (a,2b,b) · (0,1,0)||u|| · ||(0,1,0)|| =⇒
1
2
= 2b
12 ·1 =⇒ b = 3
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Sustituyendo por b = 3 en la primera ecuación
a2+5 ·32 = 144 =⇒ a2 = 144−45 =⇒ a2 = 99 =⇒ a =±p99 =⇒ a =±3p11
Por tanto, existen dos vectores u que satisfacen las condiciones; estos vectores son
u=
(
3
p
11,6,3
)
y u=
(
−3p11,6,3
)
Ejemplo 1.34
Encuentre el o los vectores w ∈R3 que cumplan simultáneamente las condiciones siguientes:
a.) ‖w‖= 10,
b.) w es perpendicular al vector (3,−1,0);
c.) Forma un ángulo de
pi
3
con el vector (0,0,1)
Solución: Supongamos que w= (x, y , z). De acuerdo a las condiciones que se plantean tenemos que
‖w‖ = 10 =⇒
√
x2+ y2+ z2 = 10 =⇒ x2+ y2+ z2 = 100
Por otro lado
w⊥ (3,−1,0) =⇒ (x, y , z) · (3,−1,0)= 0 =⇒ 3x− y = 0 =⇒ y = 3x
Además,
cos
pi
3
= (x, y , z) · (0,0,1)
10 ·1 =⇒
1
2
= z
10
=⇒ z = 5
Realizamos la sustitución adecuada
x2+ y2+ z2 = 100 =⇒ x2+ (3x)2+52 = 100
=⇒ 10x2 = 75
=⇒ x2 = 15
2
=⇒ x =±
√
15
2
En consecuencia existen dos vectores que satisfacen simultáneamente todas las condiciones
w=
(√
15
2
,3
√
15
2
,5
)
y w=
(
−
√
15
2
,−3
√
15
2
,5
)
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1.5 Proyección ortogonal
Geométricamente lo que queremos es determinar el
vector que se obtiene al proyectar ortogonalmente el
vector u 6= 0 sobre el vector w. Si denotamos a este
vector con proyvw entonces, de acuerdo con la figura,
se debe cumplir que
wproy
w
tw

proyvw = t w
w · (v− t w) = 0
=⇒

proyvw = t w
w ·v−w · t w = 0
=⇒

proyvw = t w
t = w ·v
w ·w
=⇒ proyvw =
w ·v
w ·ww
Definición 1.11 (Proyección ortogonal de v sobre w).
Si v,w ∈Rn con w 6= 0. Se llama proyección ortogonal de v sobre w al vector
proy
v
w =
w ·v
||w||2︸ ︷︷ ︸
escalar
w︸︷︷︸
vector
Seleccione y arrastre los vectores verdes
Pr oyecci ón de un vect or sobr e ot r o
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Figura 1.12: Proyección de v sobre w
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Calculando
∥∥∥proyvw∥∥∥ obtenemos que |v ·w| = ∥∥∥proyvw∥∥∥ · ‖w‖. Si ponemos λ= ∥∥∥proyvw∥∥∥ entonces, el
producto punto de v y w es “λ veces la longitud de w”.
Al vector v⊥ = v−proy
v
w se le conoce como “la componente de v ortogonal a w”. La componente
paralela es v∥ = proy
v
w .
Si θ =<) v,w ∈ [0,pi/2] entonces∥∥∥proyvw∥∥∥= v ·w||w|| = ||v||cosθ pues cosθ = v ·w||v|| ||w||
wproy
w
Figura 1.13: Proyección usando el ángulo
Ejemplo 1.35
Sean v= (5,0,p2) y v= (2,1,p2) entonces
proy
v
w =
w ·v
w ·ww=
12
7
(2,1,
p
2)=
(
24
7
,
12
7
,
12
p
2
7
)
proy
w
v =
w ·v
v ·v v=
12
27
(5,0,
p
2)=
(
60
27
, 0,
12
p
2
27
)
X
YZ
Ejemplo 1.36
Sean v = (3,1,0) y w = (2,2,0). Consideremos el problema de determinar un vector v ∈ R3 tal que
v= (x, y , x) y que cumpla las dos condiciones proyuv = −v y u⊥w.
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Bien,
proy
u
v = −v
u ·w = 0
=⇒

3x+ y
10
(3,1,0) = −(3,1,0),
2x+2y = 0.
Resolviendo, x =−5, y = 5 =⇒ v= (−5,5,−5)
Ejemplo 1.37
Consideremos un triángulo determinado por los puntos A,B ,C ∈R3. Podemos calcular la altura y el
área de la siguiente manera,
Sean v=AB, w=AC, entonces la altura es h = ||v−proyvw|| . Luego, como la base mide ||w||, entonces
Área= ||w|| ||v−proy
v
w||
2
u
w
proyw
u
Ejemplo 1.38
Sea A = (2,2,2), B = (1,1,0) y C = (0,2,2). Nos interesa Calcular el punto Q ′ en el segmento BC tal
que el segmento AE sea la “altura” del triángulo 4ABC sobre este segmento.
Sean v = BA, w = BC, usando proyecciones observamos
que el punto buscado es
Q ′ =B + proyvw.
Q ′ se puede obtener como la suma de los vectores Q y
proyvw o también, como la traslación de proy
v
w al punto B . X
Y
Z
u
w
proy
w
u proyw
u
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Ejemplo 1.39
Sea u= (−2,0,1) y v= (−1,2,1). Determinar el vector w que cumpla con las dos condiciones siguientes
a.) w ∥ v
b.) proy
w
u = 4u
Solución: De la condición w ∥ v, existe λ ∈R tal que w=λ ·v. Suponiendo que w= (x, y , z), entonces
w=λ ·v =⇒ (x, y , z)=λ(−1,2,1) =⇒

x =−λ
y = 2λ
z =λ
Si proywu = 4u, entonces
proywu = 4u =⇒
u ·w
||u||2 ·u= 4u =⇒
(−2,0,1) · (x, y , z)
5
· (−2,0,1)= 4(−2,0,1)
Realizando las operaciones resultantes entre los vectores
3λ
5
(−2,0,1)= (−8,0,4) =⇒
(
−6
5
λ,0,
3
5
λ
)
= (−8,0,4) =⇒ λ= 20
3
Finalmente, x = −20
3
, y = 40
3
y z = 20
3
, entonces el vector w que satisface las condiciones es w =(−203 , 403 , 203 )
1.6 Producto Cruz en R3
El producto cruz entre dos vectores u,v ∈ R3, es un vector que es simúltaneamente perpendicular a cada uno
de los vectores. Se usa la notacion u×v para este producto.
Definición 1.12
Consideremos los vectores u= (u1,u2,u3) ∈R3 y v= (v1, v2, v3) ∈R3. El producto cruz u×v se define de
la siguiente manera,
u×v= (u2v3 − u3v2) ıˆ + (u3v1 − u1v3) ˆ+ (u1v2 − u2v1) kˆ
Un recurso nemotécnico es ver la fórmula como la multiplicación de las diagonales de un arreglo 3×3 (el
determinante de una matriz). En los productos de las diagonales que van de izquierda a derecha, se les debe
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cambiar el signo.
 ıˆ ˆ kˆu1 u2 u3
v1 v2 v3
 ıˆ ˆu1 u2
v1 v2
+ + + − − −
Por ejemplo,  ıˆ ˆ kˆ5 0 p2
2 1
p
2
 ıˆ ˆ5 0
2 1
+ + + − − −
(5,0,
p
2)× (2,1,p2)= = (−p2, −3p2, 5)
Seleccione y arrastre los vectores y (verdes)
Pr oduct o cr uz
Wolfram CDF Player
Figura 1.14: Producto cruz
La posición del vector v ×w se puede establecer con la “regla de la mano derecha”,
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Ejemplo 1.40
Si ıˆ = (1,0,0), ˆ = (0,1,0) y kˆ = (0,0,1); entonces
ıˆ × ˆ = kˆ , ˆ× kˆ = ıˆ y k̂ × ıˆ = ˆ
Sean u= (5,0,p2) y v= (2,1,p2) entonces
u×v =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ıˆ ˆ kˆ
5 0
p
2
2 1
p
2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−p2, −3p2, 5)
v×u =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ıˆ ˆ kˆ
2 1
p
2
5 0
p
2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (p2, 3p2, −5)
Ejemplo 1.41
Dados los vectores u= 3 ıˆ − ˆ+ kˆ y v= ıˆ + ˆ+ kˆ se tiene que
u×v=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ıˆ ˆ ˆ
3 −1 k
1 1 1
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−2,−2,4)
Además, u×v es ortogonal a u y v. En efecto
(u×v) ·u= (−2,−2,4) · (3,−1,1)=−6+2+4= 0
(u×v) ·v= (−2,−2,4) · (1,1,1)=−2−2+4= 0
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Ejemplo 1.42
Vamos a determinar un vector unitario y ortogonal a los vectores (2,−2,3) y (3,−3,2). Entonces
w=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ıˆ ˆ kˆ
2 −2 3
3 −3 2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (5,5,0) =⇒ ||w|| =
√
52+52 = 5p2
Luego, si u es el vector que satisface ambas condiciones, se cumple que
u= w||w|| =
1
5
p
2
· (5,5,0)=
(
1p
2
,
1p
2
,0
)
Teorema 1.4 (Propiedades del producto cruz).
Consideremos los vectores u,v,w ∈R3 y α ∈R, entonces
1.) v · (v×w)= 0
2.) w · (v×w)= 0
3.) ||v×w||2 = ||v||2 ||w||2 − (v ·w)2 (identidad de Lagrange)
4.) v×w = − (w×v)
5.) u× (v+w) = u×v + u×w
6.) (u+v)×w = u×w+v×w
7.) α(v×w) = (αv)×w = v× (αw)
8.) v×0= 0×v= 0
9.) Si v y w son paralelos, entonces v×w= 0
. Observe que no tenemos una propiedad de asociatividad para el producto cruz.
Producto cruz y ángulo entre dos vectores. Como v ·w = ||v|| ||w|| cosθ entonces, usando la identidad de
Lagrange,
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||v×w||2 = ||v||2 ||w||2 − (v ·w)2 = ||v||2 ||w||2(1−cos2θ) =⇒ ||v×w|| = ||u|| ||v||senθ
Área. Consideremos un paralelogramo determinado por dos vectores
u, v ∈ R3, como se ve en la figura de la derecha. De la igualdad de
Lagrange se puede deducir la fórmula (de área): Si θ es el ángulo entre
estos vectores, el área del paralelogramo es,
A = ||u|| ||v||sinθ = ||u×v||
Si u, v ∈ R2, entonces podemos redefinir u, v como vectores en R3,
en el plano X Y , es decir, u = (u1,u2,0), v = (v1, v2,0) ∈ R3. De esta
manera, el área del paralelograma generado por estos dos vectores es
||(u1,u2,0)× (v1, v2,0)|| =
∣∣∣∣Det(u1 u2v1 v2
)∣∣∣∣= u1v2− v1u2
Volumen. Consideremos un paralelepípedo en el espacio determinado por tres vectores no coplanares
u, v, w ∈R3, como se ve en la figura. El volumen del paralelepípedo es “área de la base × altura”. Como ya
sabemos, el área de la base es el área del paralelogramo generado por u y v, es decir, ||u×v||. La altura la
calculamos como la norma de la proyección de w sobre u×v. Entonces tenemos
Volumen = ||u×v||
∥∥∥proywu×v∥∥∥= ||u×v|| |v · (u×v)|||u×v||2 ||u×v|| = |w · (u×v) | (1.1)
Esta fórmula se puede calcular como el determinante de la matriz A cuyas filas son los vectores u, v y w, en
cualquier orden. (Det(A) se interpreta como un volumen orientado).
u1 u2 u3v1 v2 v3
w1 w2 w3
 u1 u2v1 v2
w1 w2
+ + + − − −
Si Det(A) =
∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3
v1 v2 v3
w1 w2 w3
∣∣∣∣∣∣∣= =⇒ V = |w · (u×v) | = |Det(A)|
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Seleccione y arrastre los vectores y (verdes)
Pr oduct o cr uz Wolfram CDF Player
Figura 1.15: Volumen del paralelepípedo
Ejemplo 1.43
El área del triángulo con vértices en P = (1,3,0),
Q = (2,1,2) y R = (−3,1,3) es
||QP×QR||
2
=
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
Det

ıˆ ˆ kˆ
−1 2 2
−5 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
2
= ||(2,11,10)||
2
= 15
2
Ejemplo 1.44
El volumen del paralelepípedo determinado por los vectores u= (1,3,−2), v= (2,1,4), w= (−3,1,6) es
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V = |w · (u×v) | =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Det

1 3 −2
2 1 4
−3 1 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 80
X
Y
Z
u
v
w
Nota: En general, dados n−1 vectores en Rn , es posible encontrar un vector perpendicular a todos los n−1
anteriores. Sin embargo no tenemos un producto cruz (que cumpla las propiedades del teorema 1.6) para
dos vectores de R2, R4,R5, etc. Si un “producto cruz” cumple las propiedades del teorema 1.6, solo podría
existir en en R1, R3 y R7. ([?]).
Ejemplo 1.45
Determine el o los vectores u ∈R3 que cumplan simultáneamente las condiciones siguientes
‖u‖=p6; y u× (2,1,−1)= (1,3,5)
Para resolver el problema supongamos que u= (a,b,c). Realizamos el producto cruz∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ıˆ ˆ kˆ
a b c
2 1 −1
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−b− c, a+2c, a−2b)
Además, si sabe que ‖u‖ =p6, entonces se cumple
a2+b2+ c2 = 6
Del sistema de ecuaciones 
−b− c = 1
a+2c = 3
a−2b = 5
se tiene que
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a = 3−2c; y b =−c−1
Entonces
(3−2c)2+ (−c−1)2+ c2 = 6 =⇒ 9−12c+4c2+ c2+2c+1+ c2 = 6
=⇒ 6c2−10c+4= 0
=⇒ c = 1 ∨ c = 2
3
En consecuencia dos vectores cumplen las condiciones
u= (1,−2,1) y u
(
5
3
,−5
3
,
2
3
)
Ejemplo 1.46
Determine el o los vectores w de R3 que cumplan simultáneamente las condiciones siguientes
u ∥ (2,1,−1); y ‖u×v‖ = 2p30, donde v= (−1,2,0)
Sea u= (x, y , z). De acuerdo a la primera condición u ∥(2,1,−1) se cumple que
u=λ(2,1,−1) =⇒ (x, y , z)= (2λ,λ,−λ) =⇒ x = 2λ, y =λ, z =−λ
Por otro lado, de acuerdo a la segunda condición ‖u×v‖ = 2p30. Entonces∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ıˆ ˆ kˆ
x y z
−1 2 0
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−2z,−z,2x+ y)
Calculando la norma de u×v obtenemos
‖u×v‖ =
√
(−2z)2+ (−z)2+ (2x+ y)2 =
√
5z2+ (2x+ y)2
Luego se cumple √
5z2+ (2x+ y)2 =
√
5(−λ)2+25λ2 =
√
30λ2
que implica lo siguiente√
30λ2 = 2p30 =⇒ 30λ2 = 120 =⇒ λ2 = 4 =⇒ λ=±2
Así, los vectores que cumplen ambas condiciones son
u= (4,2,−2) y u= (−4,−2,2)
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1.7 Ejercicios
Ej
e
rc
ic
io
s
1
Y 1.7.1 Sean u= (1,2,1), v= (2,0,−1). Calcule u ·v.
Y 1.7.2 Determine todos los valores de c para los cuales ‖k · (1,−2,2,0)‖ = 9
Y 1.7.3 Sean u, v vectores en R3. Demuestre que si u ·v= 0, entonces
‖u+v‖ = ‖u−v‖
Y 1.7.4 Determine un vector v unitario en la dirección del vector (2,−1,1,3).
Y 1.7.5 Sean P y Q dos puntos en el espacio y sea R el punto de PQ cuya distancia a
P es el doble de su distancia a Q. Si u=OP, v=OQ yw=OR. Verifique quew= 13u+ 23v.
Y 1.7.6 Sean u= (1,3,2), v= (3,−1,2). Determine escalares x, y tal que w= xu+ yv
sea un vector no nulo y además que w ·v= 0.
Y 1.7.7 Sean u= (1,1,1), v= (0,1,1). Hallar dos vectores w1 y w2 que cumplan en
forma simultánea las condiciones siguientes
a.) u=w1+w2
b.) v ·w2 = 0
c.) w1 ∥ v
Y 1.7.8 Hallar un vector unitario perpendicular a los vectores u = (1,0,1) y v =
(2,−1,1).
Y 1.7.9 Encuentre todos los vectores w de R3 que cumplan simultáneamente las
condiciones siguientes
a.) w es paralelo al vector u= (0,2,1)
b.) ||w|| = ||(1,2,−2)||
Y 1.7.10 Si u= (1,1,1), v= (1,−1,2), hallar los vectores w,s ∈R3 que cumpla simul-
táneamente las condiciones siguientes
a.) u=w+s
b.) w ∥ v
c.) s ·v= 0
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Y 1.7.11 Demuestre que P = (−2,1,6),Q = (2,4,5) y R = (−1,−2,1) corresponden a
los vértices de un triángulo rectángulo.
Y 1.7.12 Sean u= (1,2,−1), v= (2,−1,−3) vectores en R3. Hallar los vectores w que
satisfagan simultáneamente las condiciones siguientes
a.) w es una combinación lineal de u y v
b.) w ·u= 0
c.) ||w||2 = ||v||2−2||u||2
Y 1.7.13 Verifique que el triángulo con vértices A = (2,3,−4), B = (3,1,2) y C =
(7,0,1) es un triángulo rectángulo. Calcule su área.
Y 1.7.14 Sean u= (−2,−2,1),v= (−1,2,1) vectores de R3. Determine los vectores
w1 y w2 que cumplan con las condiciones siguientes
a.) w1 ∥ v
b.) w1 = 2u+w2
c.) w2 es ortogonal a u
Y 1.7.15 Hallar los vectores w que cumplan con las condiciones siguientes
a.) w es unitario
b.) w es ortogonal a u= (1,1,1) y v= (2,−1,1)
Y 1.7.16 Hallar el vector w, si se sabe que es ortogonal a los vectores u= (2,3,−1),
v= (1,−2,3) y además satisface la condición
w · (2 ıˆ − ˆ+ kˆ)=−6
Y 1.7.17 Determine el o los vectores u en que cumplan simultánemente las condi-
ciones siguientes
a.) u es combinación lineal de los vectores (1,−1,2) y (−4,0,−1)
b.) u es ortogonal al vector (−1,1,2)
c.) ||u|| =p35
Y 1.7.18 Sean u= (1,1,1), v= (1,−1,2). Hallar los vectores w y s que satisfagan las
siguientes condiciones
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a.) u=w+s
b.) w ∥ v
c.) s es ortogonal a v
Y 1.7.19 Demostrar que los vectores (cosθ, senθ,0) y (−senθ,cosθ,0) son ortogo-
nales.
Y 1.7.20 Dado un cuadrilátero con vértices A,B ,C y D , demuestre que es un
paralelogramo si y solo si
A−B +C −D = 0.
Y 1.7.21 Sean v y w vectores no nulos de Rn. Encuentre el coseno del ángulo entre
v y proy
v
w.
Y 1.7.22 Si un vector w de R3 satisface las condiciones siguientes
a.) es ortogonal al vector (1,0,0)
b.) forma un ángulo de
2pi
3
con el vector (0,1,0)
c.) ||w|| = 1
Hallar las componentes del vector w.
Y 1.7.23 Sean A = (1,1,1), B = (3,−1,1) y C = (7/3,−1/3,7/3). Verifique que el
triángulo 4ABC es rectángulo y calcule su área.
Y 1.7.24 Determine el ángulo que forma los vectores u= (1,2,−3) y v= (−3,1,2).
Y 1.7.25 Hallar un vector unitario que forma un ángulo de 45◦ con el vector (2,2,−1)
y un ángulo de 60◦ con el vector (0,1,−1).
Y 1.7.26 Considere los vectores u= (1,0,−1),v= (1,0,1). Determinar, si existen, los
vectores w que cumplan simultáneamente las condiciones
a.) w⊥u
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b.) ||w|| = 2
c.) ](u,v)= pi
3
Y 1.7.27 Sean u, v dos vectores unitarios y θ el ángulo entre ellos. Demostrar que
||u−v|| = 2
∣∣∣∣sen(θ2
)∣∣∣∣
Y 1.7.28 Dado el vector u=
(p
2,1,1
)
, hallar el ángulo formado entre el vector u y
el eje y .
Y 1.7.29 Encuentre un vector unitario que forme un ángulo de pi radianes con el
eje X .
Y 1.7.30 Hallar un vector u de R3, que cumpla simultáneamente las condiciones
siguientes
a.) ||u|| = 10
b.) u es paralelo al vector 3v−4w
donde v= (2p2,0,−23) y w= (p2,−12 ,0).
Y 1.7.31 Determine un vector u que cumpla simultáneamente las condiciones
siguientes
a.) ||u|| = 8
b.) u⊥ kˆ
c.) ](u, ıˆ)= 2pi
3
Y 1.7.32 Pruebe las siguientes relaciones, para cada u,v ∈Rn:
a.) ||u||− ||v|| ≤ ||u−v||
b.) ||u+v||2+||u−v|| = 2(||u||2+||v||)2
Y 1.7.33 Considere los vectores u= (1,−1,1), v= (1,0,−1). Determinar los vectores
a y b que cumplan simultáneamente las condiciones siguientes
a.) a ∥u
b.) proy
b
v
c.) b+v= a
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Y 1.7.34 Hallar proy
a
b
sobre la dirección b = (1,2,1), si se sabe que el vector a es
ortogonal al vector b−3a y además, ||a|| = 2.
Y 1.7.35 Determine el vector v en que cumpla simultáneamente las condiciones
siguientes
a.) v ∥ (1,2,−1)
b.) proy
v
(1,−2,0) = (−3,6,0)
Y 1.7.36 Demostrar que proy
proy
v
u
u = proy
v
u.
Y 1.7.37 Determine el área de un triángulo cuyos vértices están dados por los
puntos
A = (1,1,1),B = (2,3,3),C = (3,2,2)
Y 1.7.38 Si se sabe que ||v|| = 1 y ||u×v|| =p3, hallar ||u×v+v||.
Y 1.7.39 Sean a= (−1,1,0), b= (3,0,−2). Si p×b= a−p, determinar la proyección
ortogonal del vector a sobre p.
Y 1.7.40 Demuestre que ||(a,b,0)× (c,d ,0)|| =
∣∣∣∣∣det
[
a b
c d
]∣∣∣∣∣ .
Y 1.7.41 Encuentre un vector a que sea ortogonal al vector b= (−1,0,1) y al vector
c= (0,−2,1), donde su norma sea igual a la proyección ortogonal del vector c sobre b.
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2 — Rectas
2.1 Rectas en R3.
Consideremos la recta L que pasa por P y por Q. Esta recta es paralela al vector v = PQ, por lo tanto, dado
un punto R = (x, y , z) ∈ L, se debe cumplir que
PR = t v, o sea R−P = t v; t ∈R
de donde L = {(x, y , z) ∈ R3 : (x, y , z) = OP+ t v}. Escribimos L : (x, y , z) = P + t ·v
Seleccione y arrastre el vector , el punto (verde) o el deslizador para
Ecuaci ón vect or i al ( par amét r i ca) de una r ect a
- 2 - 1 1 2
Wolfram CDF Player
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Figura 2.1: Ecuación vectorial de una recta
Definición 2.1 (Rectas).
Si L es una recta que pasa por los puntos P = (p1, p2, p3), Q = (q1, q2, q3) y si v = PQ, entonces
a.) La ecuación vectorial de L es (x, y , z) = P + t v, t ∈R
b.) Despejando x, y y z obtenemos las ecuaciones parámetricas de L :

x(t ) = p1+ t v1
y(t ) = p2+ t v2
z(t ) = p3+ t v3
c.) Si cada vi 6= 0, despejando "t" obtenemos las ecuaciones simétricas de L:
x−p1
v1
= x−p2
v2
= x−p3
v3
Recta que pasa por dos puntos. Si la recta L contiene a los puntos P y Q, entonces una ecuación vectorial
para L es L : (x, y , z) = P + t PQ, t ∈ R. La ecuacion de una recta no es única. Podemos escoger dos puntos
cualesquiera (distintos) de una recta y obtenemos ecuaciones equivalentes.
Seleccione y arrastre los puntos y
Ver detalles
Rect a que pasa por dos punt os
Wolfram CDF Player
Figura 2.2: Recta que pasa por dos puntos
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Ejemplo 2.1
Consideremos la recta L que pasa por P = (1,3,2) y
Q = (2,1,4). En este caso v = PQ = Q −P = (1,−2,2),
luego
Ecuación vectorial: (x, y , z) = (1,3,2)+ t (1,−2,2)
Ecuaciones parámetricas:
x(t ) = 1+ t ,
y(t ) = 3−2t ,
z(t ) = 2+2t
Ecuaciones simétricas:
x−1
1
= y −3−2 =
z−2
2
.
X Y
Z
v
P
Q
Ejemplo 2.2
a.) Consideremos la recta L que pasa por P = (1,3,−2) y Q = (2,1,−2). En este caso
v = Q−P = (1,−2,0), luego
Ecuación vectorial: L : (x, y , z) = (1,3,−2)+ t (1,−2,0)
Ecuaciones parámetricas:
L :

x(t ) = 1+ t ,
y(t ) = 3−2t ,
z(t ) = −2.
Ecuaciones simétricas:
x−1
1
= y −3−2 ; z = −2.
b.) Consideremos la recta L1 de ecuaciones simétricas,
x+1
3
= y +2
2
= z−1,
entonces L1 va en la dirección de v = (3,2,1)
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Ejemplo 2.3
Determinar la ecuación vectorial de la recta L que pasa por los puntos A = (2,−2,1) y B = (2,4,5).
Determine otros tres puntos que pertenezcan a esta recta.
Solución: La ecuación vectorial de la recta L está dada por:
L : (x, y , z) = (a,b,c)+ t (d1,d2,d3), t ∈R
con (a,b,c) un punto sobre dicha recta y (d1,d2,d3) vector director. En este caso las componentes del
vector director están dadas por el vector AB, donde:
AB = (2,4,5)− (2,−2,1) = (0,6,4)
Considerando que la recta contiene los puntos A y B entonces tomando A (puede tomarse B) se tiene
que la ecuación vectorial de L es
L : (x, y , z) = (2,−2,1)+ t (0,6,4), t ∈R
Para determinar otros puntos que pertenezcan a la recta basta asignar un valor al parámetro t , así
algunos puntos pueden ser los siguientes
a.) (t = 1) : (x, y , z) = (2,−2,1)+1 · (0,6,4) = (2,4,5)
b.) (t = −2) : (x, y , z) = (2,−2,1)−2 · (0,6,4) = (2,−14,−7)
c.) (t = 5) : (x, y , z) = (2,−2,1)+5 · (0,6,4) = (2,28,21)
Ejemplo 2.4
Considere el punto P = (−1,0,2) que pertenece a una recta L. Si el vector dirección de dicha recta es
paralelo al vector (0,1,−3), determine las ecuaciones simétricas de dicha recta
Solución: Dado que el punto P está sobre la recta y además, se tiene la dirección de ésta entonces la
ecuación vectorial es
(x, y , z) = (−1,0,2)+ t · (0,1,−3), t ∈R
Luego, despejando el parámetro t tenemos las ecuaciones simétricas de la recta L
x = −1, y
1
= z−2−3
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Ejemplo 2.5
Considere las ecuaciones de dos rectas L1 y L2:
L1 :
x−2
2
= y −4
3
= z−2
4
, y L2 : x = 2
5
t , y = 3
5
t +1, z = 4
5
t −2 t ∈R
Verificar que representan la misma recta.
Solución: Para determinar si dos ecuaciones representan la misma recta se puede hacer de varias
maneras. Una de ellas, es comparar los vectores directores de las rectas para ver si son paralelos y luego
se verifica la existencia de un punto común de éstas.
El vector director de la recta L1 es (2,3,4) y el de la recta L2 es
(2
5 ,
3
5 ,
4
5
)
. Para estos dos vectores se verifica
que
(2,3,4) = 5 ·
(
2
5
,
3
5
,
4
5
)
Es decir, un vector es múltiplo escalar del otro, esto significa que son vectores paralelos. Por otro lado,
tomando t = 0 para la recta L2 se tiene que el punto P = (0,1,−2) está en L2. Sustituyendo x = 0,
y = 1 y z = −2 en las ecuaciones simétricas de L1 se verifica que
−1 = −1 = −1.
Así se concluye que P está también contenido en L1 lo que implica que L1 y L2 representan la misma
recta.
Punto medio.
Observe que el segmento que va de P a Q es el conjunto de
puntos
{P + t (Q−P ); t ∈ [0,1]}
En particular, si t = 12 , obtenemos el punto medio del segmento
P + 1
2
(Q−P ) = P +Q
2
Figura 2.3: Punto medio
Ejemplo 2.6
Determinar un punto Q simétrico del punto P = (2,4,−6) con respecto a la recta
x−2
3
= y +1
2
= z
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Solución: Considere la figura adjunta
En la figura, el punto Q = (a,b,c) corresponde al punto simétrico de P . Además observe que A =
(2,−1,0) está en la recta L y el vector d = (3,2,1) indica la dirección de la recta. Por otro lado, como Q
es simétrico a P , se considere M = (p, q ,r ) como el punto medio.
Dado que M ∈ L, este punto satisface la ecuación de la recta, entonces
M ∈ L =⇒ p−2
3
= q +1
2
= r =⇒

p−2
3
= r =⇒ p−3r = 2
q +1
2
= r =⇒ q −2r = −1
De acuerdo a las condiciones dadas, el vector director d y el vector MP son perpendiculares, entonces
se cumple
MP = (2,4,−6)− (p, q ,r ) = (2−p,4−q ,−6− r )
Ahora como son vectores ortogonales se cumple que
d ·PQ = 0 =⇒ (3,2,1)(2−p,4−q ,−6− r ) = 0
Entonces
(3,2,1) · (2−p,4−q ,−6− r ) = 0 =⇒ 3(2−p)+2(4−q)+ (−6− r ) = 0
=⇒ 6−3p+8−2q −6− r = 0
=⇒ −3p−2q − r = −8
=⇒ 3p+2q + r = 8
Con las ecuaciones obtenidas, se plantea el sistema de ecuaciones siguiente en las variables p, q ,r
p−3r = 2
q −2r = −1
3p+2q + r = 8
cuyas soluciones son p = 207 , q = −37 y r = 27 .
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Si M es el punto medio, entonces se cumple
p = a+2
2
=⇒ 20
7
= a+2
7
=⇒ a = 26
7
q = b+4
2
=⇒ −3
7
= b+4
2
=⇒ b = −34
7
r = c−6
2
=⇒ 2
7
= c−6
2
=⇒ c = 46
7
Por lo tanto, el punto simétrico de P es Q = (267 ,−347 , 467 )
Ángulo, paralelismo y perpendicularidad. Consideremos dos rectas,
L1 : (x, y , z) = P + tv; t ∈R ∧ L2 : (x, y , z) = Q+ sw; s ∈R
L1 ∥ L2 si y sólo si v ∥ w
L1 ⊥ L2 si y sólo si v ⊥ w
El ángulo entre L1 y L2 es el ángulo entre v y w
Seleccione y arrastre los vectores y y los puntos y
Rectas Paralelas Rectas Perpendiculares
1, 0, 1 0. 75, 0. , 1. 5 , - 1, 1, 1 - 0. 275, 0. , 0. 962
0. 74
Wolfram CDF Player
Figura 2.4: Ángulo, paralelismo y perpendicularidad
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Intersección. Dadas dos rectas L1 y L2, hay un par de planos paralelos Π1 a Π2 que contienen a cada un
de estas rectas. La distancia entre dos rectas L1 y L2 es la distancia entre estos planos paralelos y se mide
como la longitud de un segmento que va de la recta L1 a L2 y que es perpendicular a ambas (ver sección
3.8). Si esta distancia es nula, entonces las rectas se intersecan. En la aplicación interactiva puede arrastra los
puntos P y Q hasta hacer que las rectas se intersequen.
Seleccione y arrastre los vectores y y los puntos y
1. 2
Wolfram CDF Player
Figura 2.5: No hay intersección
Seleccione y arrastre los vectores y y los puntos y
0
Wolfram CDF Player
Figura 2.6: Las rectas se intersecan
Una manera de calcular el punto de intersección entre estas rectas (si hubiera) es igualando la ecuación
vectorial de L1 y L2, usando un parámetro distinto en cada recta.
Sean P = (p1, p2, p3) y Q = (q1, q2, q3) en R3. Consideremos las rectas
L1 : (x, y , z) = P + t v y L2 : (x, y , z) = Q+ sw.
Para determinar si hay intersección igualamos la ecuaciones,
P + t v = Q+ sw ⇒

t v1− s w1 = q1−p1
t v2− s w2 = q2−p2
t v3− s w3 = q3−p3
Si este sistema tiene solución, entonces esta solución nos da el o los puntos de intersección entre L1 y L2.
Como el sistema es lineal puede pasar que,
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. hay solución única: las rectas se intersecan en un solo punto,
. hay infinitas soluciones: las rectas coinciden,
. no hay solución: las rectas no se intersecan.
Observe que, para el cálculo de la intersección usamos un párametro distinto en cada recta. Esto es así
porque el punto de intersección se obtiene en general, con un valor del parámetro que varía en cada recta.
Ejemplo 2.7
Consideremos la recta L1 : (−1,3,1)+ t (4,1,0).
. L1 y la recta L2 : (−13,−3,−2)+ s (12,6,3), se intersecan en el punto (−1,3,1). Este punto se
obtiene con t = 0 en la primera recta y con s = 1 en la segunda recta.
(−1,3,1) = (−1,3,1)+0 · (4,1,0)
(−1,3,1) = (−13,−3,−2)+1 · (12,6,3)
. L1 es paralela a la recta L3 : (x, y , z) = (1,3,−2)+ t (8,2,0) pues (8,2,0) = 2(4,1,0)
. L1 es perpendicular a la recta L4 : (x, y , z) = (0,2,−1)+ t (−1,4,3) pues (−1,4,3) · (4,1,0) = 0
. L1 no interseca a L4 : (x, y , z) = (0,2,−1)+ t (−1,4,3) pues el sistema

−1+4t = −s
3+ t = 2+4s
1 = −1+3s
no tiene solución (es inconsistente).
X Y
Z
L1
L2L3 L4
Nota: A difrencia del plano X Y , en el espacio, dada una recta L1, hay una cantidad infinita de rectas
perpendiculares a esta recta. Por ejemplo, sea v = (1,1,1) y consideremos la recta L1 : P + t ·v. Si la
recta L2 : Q+ t · (w1, w2, w3) es perpendicular a L1, tenemos
(w1, w2, w3) · (1,1,1) = 0 =⇒ w1+w2+w3 = 0
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por lo que hay muchas posiblidades para encontrar rectas perpendiculares a L1 que no sean paralelas
entre sí.
Dos rectas L1 y L2 que son perpendiculares a la recta L : P + t ·v no son, en general, paralelas. Esto es
así porque en R3 la ecuación w.v = 0 tiene infinitas soluciones w no paralelos entre sí.
X
Z
L1
Figura 2.7: Hay infinitas rectas perpendiculares a L1
Ejemplo 2.8
Hallar las ecuaciones simétricas y paramétricas de la recta L que pasa por el punto P = (4,1,3) y que
es paralela a la recta de ecuación:
x−3 = y +2
2
= 1− z−5
Solución: La ecuación vectorial de la recta L es
L : (x, y , z) = (4,1,3)+ t (d1,d2,d3), t ∈R
Recordando que dos rectas enR3 son paralelas si y solo si sus vectores directores son paralelos, entonces
es claro que la recta dada puede ser expresada como
x−3 = y +2
2
= z−1
5
esto implica que su vector director es (1,2,5). Así, para la recta L se tendría que su vector director es
cualquier vector paralelo a (1,2,5), en particular tomando este mismo, una ecuación de recta L en su
forma vectorial es
(x, y , z) = (4,1,3)+ t (1,2,5), t ∈R
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Las ecuaciones simétricas de L son
L : x−4 = y −1
2
= z−3
5
y la representación en forma paramétrica

x(t ) = 4+ t
y(t ) = 1+2t ; t ∈R
z(t ) = 3+5t
Ejemplo 2.9
Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto P = (1,−2,4) y es paralela a la recta que pasa por
los puntos Q = (−5,7,0) y R = (6,−3,3)
Solución: Encontramos el vector director BC restando su extremo C de su origen B
QR = (6+5,−3−7,3−0) = (11,−10,3)
La ecuación simétrica de la recta es
x−1
11
= y +2−10 =
z−4
3
Ejemplo 2.10
Verifique que las rectas dadas son perpendiculares
L1 :
x−2
3
= 2y −1
3
= 1− z
2
, L2 : 3−2x = y , z = 0
Solución: Para la recta L1 se tiene que su vector director es
(
3, 32 ,−2
)
y para la recta L2 corresponde al
vector
(−12 ,1,0). Entonces
(
3,
3
2
,−2
)
·
(
−1
2
,1,0
)
= 3
(
−1
2
)
+ 3
2
+0
= 0
66 Rectas
Ejemplo 2.11
Determinar una ecuación vectorial de una recta L que pase por el origen y sea perpendicular a las
rectas
(x, y , z) = (2−3t ,−3,4+ t ), t ∈R
(x, y , z) = (s,0,3s), s ∈R
Solución: Consideremos que el punto (0,0,0) pertenece a la recta L. Si L es perpendicualar a ambas
rectas, entonces (a,b,c) indica la dirección de la recta L, así se cumple que
(a,b,c) · (−3,0,1) = 0 =⇒ −3a+ c = 0
Además,
(a,b,c) · (1,0,3) = 0 =⇒ a+3c = 0
Resolviendo el sistema
{ −3a+ c = 0
a+3c = 0 tiene solución única, y corresponde a la solución trivial, es
decir, a = 0,c = 0. Por lo tanto, la ecuación vectorial de la recta L es
L : (x, y , z) = (0,0,0)+ t (0,b,0), t ,b ∈R
Ejemplo 2.12
Determinar el valor de k para que los tres puntos P = (1,−1,2), Q = (0,2,1) y R = (k,2,1) sean
colineales. Para resolver el problema hallamos la ecuación de la recta que pasa por los puntos P y Q
x−1
−1 =
y +1
3
= x−2−1
Solución: Para que tres puntos sean colineales, el punto R debe pertenecer a la recta anterior. Esto es
k−1
−1 =
2+1
3
= 1−2−1 =⇒
k−1
−1 = 1 =⇒ k = 0
Ejemplo 2.13
Sean A = (1,2,3) y B = (2,4,5) puntos en R3 y la recta L de ecuación
(x, y , z) = (2t ,1− t ,2+ t ), t ∈R
Determinar las ecuaciones simétricas de la recta R que pasa por A y B .
Solución: Para ello necesitamos determinar su ecuación vectorial lo que implica buscar un punto por
el que pase la recta y un vector director.
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Como punto, podemos tomar el punto A y como vector director tenemos
v = AB = (2,4,5)− (1,2,3) = (1,2,2)
Entonces la ecuación vectorial de R es
(x, y , z) = (1,2,3)+ s(1,2,2), s ∈R
cuyas ecuaciones simétricas son 
x(t ) = 1+ s
y(t ) = 2+2s ; s ∈R
z(t ) = 3+2s
Además podemos verificar que las rectas L y R no se intersecan. En efecto, la ecuación vectorial de L es
(x, y , z) = (0,1,2)+ t (2,−1,1), t ∈R
Las rectas se intersecan si existe algún vector (a,b,c) que satisface las ecuaciones de las dos rectas. Es
decir, si existen t y s tales que
(0,1,2)+ t (2,−1,1) = (1,2,3)+ s(1,2,2) =⇒

2t − s = 1
−t −2s = 1
t −2s = 1
lo cual determina el sistema de ecuaciones 2 −1 1−1 −2 1
1 −2 1
 F1;F3−−−→
 1 −2 1−1 −2 1
2 −1 1
 F1+F2−−−−−−→−2F1+F3
 1 −2 10 −4 2
0 3 −1
 34 F2+F3−−−−−→
 1 −2 10 −4 2
0 0 12

Como el sistema tiene una ecuación inconsistente, entonces no tiene solución, y por lo tanto los valores
de t y s no existen. Por consiguiente, las rectas L y R no se intersecan.
Ejemplo 2.14
Determinar si la recta que pasa por los puntos P = (4,8,0) y Q = (1,2,3) es paralela a la recta que pasa
por los puntos R = (0,5,0) y S = (−3,−1,3)
Solución: Supongamos que L1 corresponde a la recta que contiene los puntos P y Q, y L2 la recta que
contiene los puntos R y S.
Los vectores directores de las rectas L1 y L2 son
PQ = (1,2,3)− (4,8,0) = (−3,−6,3)
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RS = (−3,−1,3)− (0,5,0) = (−3,−6,3)
Los vectores directores de ambas rectas son paralelos, de este modo las rectas L1 y L2 sí son paralelas
Ejemplo 2.15
Sea L1 una recta cuya ecuación vectorial es
(x, y , z) = (1+ t ,2− t ,−1+ t ), t ∈R
Además consideremos el punto B = (1,−2,4). Determinar la ecuación de la recta L2 que pasa por B y
corta perpendicularmente a L1.
Solución: En este caso, la ecuación vectorial de L1 es
(x, y , z) = (1,2,−1)+ t (1,−1,1), t ∈R
Supongamos que X = (a,b,c) es el punto donde L2 corta perpendicularmente a L1. El punto X =
(a,b,c) pertenece a ambas rectas, entonces debe existe un s ∈R tal que (a,b,c) = (1,2,−1)+s(1,−1,1) y
además, se debe cumplir que BX es perpendicular a L1 y en consecuencia a su vector director (1,−1,1).
Entonces
[(a,b,c)− (1,−2,4)] · (1,−1,1) = 0 =⇒ [(1,2,−1)+ s(1,−1,1)− (1,−2,4)] · (1,−1,1) = 0
=⇒ [(0,4,−5)+ s(1,−1,1)] · (1,−1,1) = 0
=⇒ (0,4,−5) · (1,−1,1)+ s(1,−1,1) · (1,−1,1) = 0
=⇒ −9+3s = 0 =⇒ s = 3
Luego, (a,b,c) = (1,2,−1)+3 · (1,−1,1) = (4,−1,2). Por lo tanto, BX = (4,−1,2)− (1,−2,4) = (3,1,−2)
es un vector director de L2 cuya ecuación vectorial es
(x, y , z) = (1,−2,4)+ t (3,1,−2), t ∈R.
Ejemplo 2.16
Determine el ángulo formado por el eje Y y la recta L de ecuación
L :

x = 1+ t
y = 2+ tp2, t ∈R
z = 3+ t
Solución: Supongamos que v es un vector director de la recta L. El ángulo θ que se debe obtener es el
ángulo agudo formado entre el vector director de la recta y el eje Y . El ángulo que se busca es el menor
entre los vectores siguientes
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a.) (0,1,0) y
(
1,
p
2,1
)
cosλ = (0,1,0) · (1,
p
2,1)
1 ·2 =⇒ cosλ =
p
2
2
=⇒ λ = pi
4
b.) (0,−1,0) y (1,p2,1)
cosρ = (0,−1,0) · (1,
p
2,1)
1 ·2 =⇒ cosρ =
−p2
2
=⇒ ρ = 3pi
4
Por lo tanto el ángulo θ = pi
4
2.2 Distancia de un punto a una recta
Sea L una recta, L : (x, y , z) = P + tu. Queremos calcular la distancia mínima de un punto Q a L y, también
el punto Q ′ ∈ L en el que se alcanza este mínimo. Por supuesto, la distancia mínima es la longitud del
segmento perpendicular que va desde Q a L.
La distancia (mínima) de Q a la recta L se puede calcular de varias maneras.
Usando proyecciones. La distancia mínima de Q a la recta es ∥PQ − proyPQu ∥ y esta distancia mínima se
alcanza en Q ′ = P +proyPQu .
Usando el área de un paralelogramo. Si P ,R ∈ L, el área del paralelogramo determinado por estos tres
puntos es
A = base∗h = ||PR|| ·h = ||PQ×PR|| =⇒ d(Q,L) = h = ||PQ×PR||||PR||
Como podemos tomar R ∈ L tal que ||PR|| = ||u||, tenemos la fórmula d(Q,L) = ||PQ×u||||u||
Vectores, rectas y planos. Walter Mora F., Marco Gutierrez M.
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Seleccione y arrastre los vectores o los puntos verdes
Detalles
Di st anci a del punt o sobr e a l a r ect a
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Figura 2.8: Distancia de un punto a una recta.
Cálculo algebraico. Como d(Q,L) = d(Q,Q ′) con Q ′ = P + tmu y como QQ′⊥u, entonces
(Q−Q ′).u = 0 =⇒ (Q−P − tmu).u = 0 =⇒ tm = (Q−P ) ·uu ·u
De aquí obtenemos que d(Q,L) = d(Q,Q ′) con Q ′ = P + (Q−P ) ·u||u||2 u = P +proy
PQ
u .
Usando cálculo diferencial. Podemos calcular la distancia d(Q,L) resolviendo un problema de optimización:
Minimizar f (t ) = ||Q−Q ′||2 = |||Q−P − t ·u||2. Derivando respecto a t obtenemos t = tm igual que en el
párrafo anterior.
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Ejemplo 2.17
Sea Q = (2,2,5) y consideremos la recta L : (x, y , z) = (2,0,1)+ t ·
(0,2,1). Para calcular la distancia de Q a L, tomamos P = (2,0,1) y
u = (0,2,1). para proyectar. La distancia de Q = (2,2,5) a L es
||PQ×u||
||u|| =
∥∥∥∥ (−6,0,0)p5
∥∥∥∥ = 6p5
O también ∥PQ − proyPQu ∥ =
∥∥∥∥(0,−65, 125
)∥∥∥∥ = 6p5
La distancia mínima se alcanza en
Q ′ = P +proyPQu =
(
2,
16
5
,
13
5
)
∈ L.
X
Y
Z
P
Ejemplo 2.18
Determine la distancia del punto P = (1,3,4) a la recta
L :
(
x, y , z
) = (1,2,−1)+ t (1,−2,1) , t ∈R
Solución: Consideremos el punto Q = (1,2,−1) en la recta L. El vector u = QP = (1,3,4)− (1,2,−1) =
(0,1,5). Ahora determinamos el vector proyección de QP = (0,1,5) sobre el vector d = (1,−2,1)
proy
QP
u =
d ·QP
‖|d||2 d =
(1,−2,1) · (0,1,5)
1+4+1 (1,−2,1) =
1
2
(1,−2,1) =
(
1
2
,−1, 1
2
)
Entonces
QP−proyQPu = (0,1,5)−
(
1
2
,−1, 1
2
)
=
(−1
2
,2,
9
2
)
Así, la distancia del punto P a la recta L es∥∥∥∥(−12 ,2, 92
)∥∥∥∥ = 7
p
2
2
Distancia entre rectas
La distancia entre dos rectas se puede calcular como la distancia entre los planos paralelos que contienen a
ambas rectas. Este tema se estudia en detalle en la sección 3.8
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2.3 Rectas en R2
Podemos usar álgebra vectorial para deducir algunas propiedades de rectas en en dos dimensiones.
Si P ,Q ∈ R2 son puntos distintos, la recta L que pasa por estos puntos es como antes, L : (x, y) =
P + t · (Q−P ). Un vector n ∈ R2 es perpendicular a L si y solo si n · (Q−P ) = 0.
A diferencia de las rectas en R3, en dos dimensiones todas las rectas perpendiculares a L son paralelas entre
sí.
Si n = (a,b) es normal a la recta L, entonces
(x, y) ∈ L ⇐⇒ (n · ((x, y)−P ) = 0 ⇐⇒ ax+by = n ·P
Si n = (a,b) es normal a la recta L, la ecuación cartesiana de L es ax+by + c = 0 con c = n ·P .
Sean b1,b2 6= 0. Consideremos las rectas L1 : a1x+b1 y + c1 = 0 y L2 : a2x+b2 y + c2 = 0.
Dividiendo por b1 y b2 en las ecuaciones respectivas, las ecuaciones se pueden escribir como
L1 :
a1
b1
x+ y + c1
b1
= 0 y L2 : a2
b2
x+ y + c2
b2
= 0.
Luego, n1 =
(
a1
b1
,1
)
es normal a L1 y n2 =
(
a2
b2
,1
)
es normal a L2.
L1 ⊥ L2 ⇐⇒ n1 ·n2 = 0 ⇐⇒ a1
b1
· a2
b2
= −1.
En particular, las rectas y = m1x+d1 y y = m2x+d2 son perpendiculares si y solo sí m1 ·m2 = −1.
L1 ∥ L2 ⇐⇒ n1 = λn2 ⇐⇒ a1
b1
= λa2
b2
y λ = 1, es decir, a1
b1
= a2
b2
.
En particular, las rectas y = m1x+d1 y y = m2x+d2 son paralelass si y solo sí m1m2.
Vectores, rectas y planos. Walter Mora F., Marco Gutierrez M.
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2.4 Ejercicios
Ej
e
rc
ic
io
s
2
Y 2.4.1 Considere las rectas L5(t) = (1,1,1)+ t(1,−1,1) y L6(t) = (3,−1,1)+
t (−1,1,2). ¿Son estas rectas ortogonales (perpendiculares)? ¿Se intersecan estas rec-
tas?
Y 2.4.2 Calcule la distancia del punto Q = (1,1,2) a la recta L : (2,3,2)+ t (1,2,0).
Y 2.4.3 Hallar una ecuación de la recta que pasa por el punto A = (1,−2,4) y es
paralela a la recta que pasa por los puntos B = (−5,7,0) y C = (6,−3,3).
Y 2.4.4 Hallar la distancia entre el punto (−2,3,0) y la recta x−2
4
= y +3
5
= z+1
2
.
Y 2.4.5 Hallar el punto simétrico del punto P = (1,2,3) respecto a la recta
x−1
−1 =
y −2
2
= z
Y 2.4.6 Considere las rectas L5(t) = (1,1,1)+ t(1,−1,1) y L6(t) = (3,−1,1)+
t (−1,1,2). ¿Son estas rectas ortogonales (perpendiculares)? ¿Se intersecan estas rec-
tas?
Y 2.4.7 Calcule la distancia del punto Q = (1,1,2) a la recta L : (2,3,2)+ t (1,2,0).
Y 2.4.8 Considere la recta L1(t) = (1,1,1)+ t(1,−1,1) . Determine dos rectas de
ecuación L2 : (x, y , z)= P + t v y L3 : (x, y , z)=Q+ t w tal que
a.) L2 y L3 están en el plano X Y
b.) L2 y L3 son perpendiculares
c.) L2 y L3 son perpendiculares a L1
d.) L1, L2 y L3 se intersecan en algún punto
Y 2.4.9 Considere la recta L : (x, y , z)= (1,2,0)+ t(−2,3,4). Determine dos rectas
L1 y L2, perpendiculares entre sí y distintas a L, tal que la distancia de L1 a L es 0 y
la distancia de L2 a L es 1
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3 — Planos.
3.1 Ecuación vectorial del plano
Una recta esta determinada por dos puntos distintos y un plano Π está determinado por tres puntos
P ,Q,R ∈ R3, no colineales. Los vectores PQ y PR “generan el plano” y decimos que una ecuación vectorial
de Π es
Π : (x, y , z) = P + t PQ+ sPR; t , s ∈R
Seleccione y arrastre los puntos , o
Detalles
Parámetros
Seleccione y arrastre los puntos , o
Detalles
Wolfram CDF PlayerWolfram CDF Player
Figura 3.1: Planos determinados por tres puntos
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Ejemplo 3.1
Consideremos un plano Π que pasa por los pun-
tos no colineales P = (0,0,0), Q = (−1,2,1) y
R = (1,1,1).
Como PQ = (−1,2,1) y PR = , (1,1,1) entonces una
ecuación vectorial del plano Π es
Π : (x, y , z) = (0,0,0)+ t (−1,2,1)+ s (1,1,1), t , s ∈ R
3.2 Ecuación normal y cartesiana del plano
Un plano Π se puede determinar con solo conocer un punto P ∈ Π y un vector normal n al plano. Si P ,Q ∈ Π
entonces el segmento PQ esta en el plano, por lo que n⊥ PQ. De esta manera, un punto (x, y , z) ∈ Π si y
sólo si
n · (P − (x, y , z)) = 0, es decir, n · (x, y , z) = n ·P (Ecuación normal)
Si desarrollamos una ecuación normal, obtenemos una ecuación cartesiana del plano Π. Si n = (a,b,c),
entonces
(a,b,c) · (x, y , z) = n ·P =⇒ ax+by + cz = d con d = n ·P (ecuación cartesiana)
Seleccione y arrastre los vectores el punto
Pl ano con vect or nor mal
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Figura 3.2: Ecuación cartesiana del plano
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Ejemplo 3.2
Determine una ecuación cartesiana del plano
Π que pasa por los puntos no colineales
P = (0,0,0), Q = (−1,2,1) y R = (1,1,1).
Solución: Como PQ = (−1,2,1) y PR = , (1,1,1), po-
demos tomar como vector normal n = PR×PQ =
(1,2,−3) entonces, como n ·P = 0,
Π : 1x+2y−3z = 0
También podría ser n = PQ×PR = (−1,−2,3) y
entonces
Π : −x−2y +3z = 0
Las ecuaciónes son equivalentes (multiplicando por
−1 a ambos lados).
Ejemplo 3.3
Determine una ecuación normal de un plano que contiene al punto (2,−3,1) y tiene como un vector
normal n= (−3,2,−2)
Solución: Sean X = (x, y , z) un punto cualquiera del plano y Q = (2,−3,1) el punto contenido en el
plano. Entonces se tiene que
QX ·n = 0 =⇒ ((x, y , z)− (2,−3,1)) · (−3,2,−2) = 0
=⇒ (x−2, y +3, z−1) · (−3,2,−2) = 0
=⇒ −3(x−2)+2(y +3)+−2(z−1) = 0
=⇒ −3x+2y −2z+14 = 0.
Así, una ecuación normal del plano es −3x+2y −2z+14 = 0.
Puntos no colineales. Cuando una ecuación del plano requiere tres puntos no colineales, podemos usar la
prueba del determinante : Los tres puntos P = (p1, p2, p3), Q = (q1, q2, q3) y R = (r1,r2,r3) ∈R3 son no
colineales si
∣∣∣∣∣∣∣
p1 p2 p3
q1 q2 q3
r1 r2 r3
∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0
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Ejemplo 3.4
Determinar una ecuación normal del plano que contiene los puntos P = (1,1,−4), Q = (2,−2,3) y
R = (−3,1,4).
Solución: Los puntos son no colineales. Para obtener una ecuación normal del plano es necesario hallar
un vector normal a este, es decir un vector perpendicular a dicho plano. Supongamos que n = (a,b,c)
es el vector normal. Los segmentos PQ y PR son segmentos en el plano, entonces el vector normal es
perpendicular a los vectores PQ y PR, así
PQ ·n = 0 y PR ·n = 0
Entonces
PQ = (2,−2,3)− (1,1,−4) = (1,−3,7)
PQ ·n = 0 =⇒ (1,−3,7) · (a,b,c) = 0 =⇒ a−3b+7c = 0
Luego,
PR = (−3,1,4)− (1,1,−4) = (−4,0,8)
PR ·n = 0 (−4,0,8) · (a,b,c) = 0 =⇒ −4a+8c = 0
Resolviendo este sistema de ecuaciones se llega a que a = 2c y b = 3c donde c se puede elegir
libremente. Entonces (a,b,c) = (2c,3c,c) = c(2,3,1),c ∈R. Así, una ecuación normal del plano es[
(x, y , z)− (1,1,−4)] · (2,3,1) = 0
(x−1, y −1, z+4)(2,3,1) = 0
2x+3y + z = 1
Ejemplo 3.5
Determine una ecuación normal del plano que contiene a los puntos A = (1,2,3), B = (−3,−1,0) y
C = (2,−2,3) .
Solución: Los puntos son no colineales. Para resolver el problema es posible tomar cualquier combia-
ción de vectores no paralelos, pero por facilidad se recomienda que los mismos tenga un punto de
origen en común. Entonces u = AB y v = AC, así un vector normal n para el plano buscado es dado
por u×v. Resolvemos
u = AB = (−3,−1,0)− (1,2,3) = (−4,−3,−3)
v = AC = (2,−2,3)− (1,2,3) = (1,−4,0)
esto implica que
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n = u×v =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ıˆ ˆ kˆ
−4 −3 −3
1 −4 0
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −12 ıˆ −3 ˆ+19 kˆ = (−12,−3,19)
Como los puntos A,B y C están contenidos en el plano, se puede tomar cualquiera de ellos, para esto
considere el punto A. El plano está formado por todos los puntos X = (x, y , z) que cumplen
AX ·n = 0 =⇒ ((x, y , z)− (1,2,3)) · (−12,−3,19) = 0
=⇒ (x−1, y −2, z−3) · (−12,−3,19) = 0
=⇒ −12x−3y +19z−39 = 0
una ecuación normal del plano es −12x−3y +19z−39 = 0
3.3 Intersección entre planos
Dados dos planos Π1 y Π2, entonces hay tres posbilidades: Que no se intersequen, que se intersequen en
una recta o que los planos coincidan. Para el caso de tres planos está la posibilidad de que se intersequen
en un solo punto, en una recta común a los tres planos, que los tres planos coincidan o que no haya un
conjunto de puntos que esté simultáneamente en los tres planos.
La intersección entre varios planos, si hubiera, es el conjunto de puntos que están simultáneamente en los
todos los planos. Si tenemos una ecuación cartesiana de cada uno de los planos, determinar la intersección
equivale a resolver un sistema de ecuaciones lineales
Si Π1 : a1x+b1 y + c1z = d1, Π2 : a2x+b2 y + c2z = d2 y Π3 : a3x+b3 y + c1z = d3, entonces determinar la
intersección de dos o tres planos requiere resolver un sistema:
Π1
⋂
Π2 Π1
⋂
Π2
⋂
Π3

a1x+b1 y + c1z = d1
a2x+b2 y + c2z = d2

a1x+b1 y + c1z = d1
a2x+b2 y + c2z = d2
a3x+b3 y + c1z = d3
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Seleccione y arrastre los vectores y y los puntos y
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Figura 3.3: Recta de intersección entre dos planos
Ejemplo 3.6
Determine si los planos

Π1 : 34 x+2y +2z = 5
Π2 : 34 x−2y +2z = 3
se intersecan y, de ser así, indique una ecuación
vectorial de la recta de intersección
Solución: Resolvemos el sistema,
Π1 : 34 x+2y +2z = 5
Π2 : 34 x−2y +2z = 3
=⇒ y = 12 y z = 2− 38 x.
La recta de intersección es L : (x, y , z)= (0, 12 ,2)+ t · (1,0,−38) , t ∈ R
Ejemplo 3.7
Hallar una ecuación del plano que pasa por el punto A común a los tres planos
Π1 : x− y + z+1 = 0, Π2 : 2x+ z = 0 y Π3 : x+ y −2z−1 = 0
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y pasa por los puntos P = (1,0,1) y Q = (−1,1,0).
Solución: Considere el siguiente sistema de ecuaciones

x− y + z = −1
2x+ z = 0
x+ y −2z = 1
esto para determinar el
punto de intersección entre los planos. Entonces aplicando la regla de Cramer:
x =
∣∣∣∣∣∣∣
−1 −1 1
0 0 1
1 1 −2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
2 0 1
1 1 −2
∣∣∣∣∣∣∣
= 0, y =
∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
2 0 1
1 1 −2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
2 0 1
1 1 −2
∣∣∣∣∣∣∣
= −4−4 = 1, z =
∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 −1
2 0 0
1 1 1
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
2 0 1
1 1 −2
∣∣∣∣∣∣∣
= 0
De acuerdo a la solución del sistema, el punto donde los planos se intersecan es A = (0,1,0).
Ahora se busca el plano de ecuación que contiene a los puntos A = (0,1,0), P = (1,0,1) y Q = (−1,1,0).
Entonces
AP = (1,0,1)− (0,1,0) = (1,−1,1),
AQ = (−1,1,0)− (0,1,0) = (−1,0,0).
Estos vectores no son paralelos entonces generan al plano.
Si X es un punto del plano de coordenadas (x, y , z), una ecuación del plano se obtiene resolviendo∣∣∣∣∣∣∣
x y −1 z
1 −1 1
−1 0 0
∣∣∣∣∣∣∣ = 0. Así, ∣∣∣∣∣∣∣
x y −1 z
1 −1 1
−1 0 0
∣∣∣∣∣∣∣ = 0 =⇒ −y − z+1 = 0.
Por lo tanto, una ecuación del plano puede expresarse como y + z−1 = 0.
3.4 Paralelismo, perpendicularidad y ángulo
El ángulo entre planos lo podemos establecer con los vectores normales, y entre planos y rectas lo podemos
establecer con un vector paralelo a la recta (el vector dirección, por ejemplo) y un vector normal.
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Definición 3.1 (Planos: Paralelismo, perpendicularidad y ángulo)
Si n1 y n2, son dos vectores normales aΠ1 yΠ2, respectivamente, entonces
Π1 ∥ Π2 si y sólo si n1 ∥ n2
Π1 ⊥ Π2 si y sólo si n1 ⊥ n2
El ángulo entre los planos es el ángulo entre los vectores normales
Seleccione y arrastre los vectores y y los puntos y
Planos Paralelos P lanos Perpendiculares Ángulo
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Figura 3.4: Planos: Ángulo, perpendicularidad y paralelismo
Ejemplo 3.8
Considere el plano Π1 : 2x−3y + z = 1. Determine una ecuación cartesiana de un plano Π2 si se
sabe que este plano es perpendicular al plano Π1 y que pasa por Q = (1,1,0) y R = (0,2,1).
Solución: Este problema tiene infinitas soluciones, es decir, hay infinidad de planos que cumplen las
condiciones indicadas. Vamos a determinar una solución particular.
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n1 = (2,−3,1) es un vector normal de Π1. Sea
n2 = (a,b,c) un vector normal a Π2. Como Π1 ⊥ Π2
entonces n1 ·n2 = 0. Pero también, como R,Q ∈ Π2,
entonces n2 ·QR = 0. Son dos ecuaciónes y tres incogni-
tas a,b y c, así que tendremos infinitas soluciones y solo
debemos escoger una solución particular.

n1 ·n2 = 0
n2 ·QR = 0
=⇒

2a−3b+ c = 0
=⇒ c = a−b y 3a−4b = 0
a−b− c = 0
Una solución particular se obtiene poniendo, por ejemplo, a = 4, b = 3 y por tanto c = 1. De este
modo, un plano Π2 que cumple las condiciones, tiene una ecuación cartesiana
4x+3y + z = (4,3,1) ·Q =⇒ Π2 : 4x+3y + z = 7
Ejemplo 3.9
Considere el plano Π1 : 2x−3y + z = 1. Determine
una ecuación cartesiana del plano Π2 si se sabe que
este plano es paralelo al plano Π1 y que pasa por
Q = (1,1,1).
Solución: n1 = (2,−3,1) es un vector normal de Π1.
Como Π1 | |Π2 entonces podemos tomar como un
vector normal de Π2 a n2 = (2,−3,1). Entonces una
ecuación cartesiana de Π2 es
(2,−3,1) · (x, y , z) = (2,−3,1) · (1,1,1)
=⇒ Π2 : 2x−3y + z = 0
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Ejemplo 3.10
Determine una ecuación del planoΠ que contiene al punto (−2,3,1) y es perpendicular a los planos
Π1 yΠ2 de ecuación:
Π1 : 3x+2y − z−5 = 0,
Π2 :−5x+3y +2z+4 = 0
Solución: Supongamos que una ecuación del planoΠ es de la forma ax+by + cz+d = 0 cuyo vector
normal es (a,b,c). Como el planoΠ es perpendicular a los planosΠ1 y Π2 simultáneamente, entonces
se cumple que (a,b,c) es perpendicular a (3,2,−1) y (−5,3,2) a la vez. Por lo que se puede tomar
(a,b,c) como el producto cruz de los vectores (3,2,−1) y (−5,3,2) .
(a,b,c) =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ıˆ ˆ kˆ
3 2 −1
−5 3 2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (7,−1,19) .
Por otro lado, el punto (−2,3,1) se encuentra contenido en el planoΠ, esto implica que
((
x, y , z
)− (−2,3,1)) · (7,−1,19) = 0 =⇒ (x+2, y −3, z−1) · (7,−1,19) = 0
=⇒ 7x− y +19z−2 = 0
Por lo tanto una ecuación del planoΠ es 7x− y +19z−2 = 0.
3.5 Rectas y planos
Una recta L1 está contenida en el plano Π1 si al menos dos puntos de esta recta están en Π1. En otro caso, la
recta L1 interseca al plano Π1 en un punto o es paralela a Π1 y ajena a él.
Dada una recta L1 : (x, y , z) = P+ t v, t ∈ R, hay una
infinidad de planos que la contienen: Si Q 6∈ L1, un
plano que contiene a L1 es el plano Π1 que pasa
por Q y dos puntos P y R de L1. También podemos
tomar como un vector normal a este plano al vector
n1 = v×PQ.
Figura 3.5
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Dadas dos rectas diferentes L1 : (x, y , z) = P+t v, t ∈
R, y L2 : (x, y , z) = Q+ t u, t ∈ R, siempre es posible
encontrar dos planos paralelos Π1 y Π2, que
contienen a L1 y L2, respectivamente. Un vector
normal a estos dos planos es u×v.
Figura 3.6
Ejemplo 3.11
Hallar una ecuación del plano que pasa por el punto Q = (2,1,2) y que contiene a la recta con ecuación
x+2
−2 =
y +1
3
= z+1
3
.
Solución: En este caso una ecuación vectorial de la recta corresponde a
(x, y , z) = (−2,−1,−1)+ t (−2,3,3), t ∈R
El punto P = (−2,−1,−1) y a su vez este punto pertenece al plano, ya que la recta está contenida en él.
Además, un vector director de la recta L es vector d = (−2,3,3). El vector PQ el cual es paralelo al plano
ya que P y Q están contenidos en él. Entonces
PQ = (2,1,2)− (−2,−1,−1) = (4,2,3)
En forma análoga el vector d es paralelo al plano y no es paralelo al vector PQ, por lo que cualquier
vector simultáneamente perpendicular a d y a PQ, es normal al plano. Por consiguiente podemos
tomar n como
n = PQ×d =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ıˆ ˆ kˆ
4 2 3
−2 3 3
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−3,−18,16)
Luego, si X es un punto cualquiera del plano
QX ·n = 0 =⇒ (x−2, y −1, z−2)(−3,−18,16) = 0
=⇒ 3x+18y −16z+8 = 0
Así, una ecuación del plano es 3x+18y −16z+8 = 0
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Ejemplo 3.12
Consideremos la recta L1 : (x, y , z) = (1,2,1)+ t (0,2,3). Determine una ecuación cartesiana del plano
Π1 que contenga a la recta L1 y al punto P = (0,0,−1) (que no está en L1).
Solución: Para encontrar una ecuación cartesiana del planoΠ1, buscamos tres puntos no colineales en
este plano; el punto P que ya tenemos y dos puntos de la recta. Para obtener estos dos puntos de la
recta, le damos una par de valores al parámetro t .
En este caso con t = 0 y t = 1 obtenemos los dos puntos que faltan. Tres puntos no colineales en el
planoΠ1 son
P = (0,0,−1), Q = (1,2,1), R = (1,4,4)
Estos puntos no son colineales pues
∣∣∣∣∣∣∣
0 0 −1
1 2 1
1 4 4
∣∣∣∣∣∣∣ = −2 6= 0
Bien, ahora tomemos n = QP×RP = (1,2,2)× (1,4,5) = (2,−3,2). Como n ·OP = −2, una ecuación
cartesiana esΠ1 : 2x−3y +2z = −2
X
Y
Z
P
Q
R
N
Ejemplo 3.13
Considere los planos Π1 : 34 x+2y +2z = 5 y Π2 : 34 x−2y +2z = 3. Como vimos en el ejemplo 3.6, estos
planos se intersecan, la recta de intersección es L : (x, y , z)= (0, 12 ,2)+ t · (1,0,−38) , t ∈ R. Determine
un plano Π3, distinto de los dos anteriores, tal que los tres planos Π1,Π2 y Π3 se intersecan en L.
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Solución: Como Π3 contiene a la recta L, tomamos
dos puntos de esta recta y un tercer punto fuera de la
recta y de los otros dos planos, con estos tres puntos
podemos obtener una ecuación cartesiana de este
plano.
Sean P = (0, 12 ,2) , Q = (1, 12 , 138 ) en la recta y R =
(1,2,1) un punto ajeno a la recta y a los otros dos
planos. Entonces tomando n3 =PQ×PR=
( 9
16 ,
5
8 ,
3
2
)
obtenemos la ecución cartesiana
Π3 :
9
16
x+ 5
8
y + 3
2
z = 53
16
Definición 3.2 (Rectas y planos: Paralelismo, perpendicularidad y ángulo).
Consideremos la recta L1 : (x, y , z) = P + t v y el planoΠ1 : a1x+b1 y+c1z = d1. Entonces, siendo n1
un vector normal aΠ1,
L1 ∥ Π1 si y sólo si n1 ⊥ v
L1 ⊥ Π1 si y sólo si n1 ∥ v
Ángulo (agudo): <) L,Π1 = pi
2
− <) n1,v
Seleccione y arrastre los vectores o los puntos
Ángulo , Intersección
Rect a y pl ano
Wolfram CDF Player
Figura 3.7: Ángulo entre rectas y planos e intersección
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Ejemplo 3.14
Determine el ángulo que forma la recta de intersección de los planos{
Π1 : x+ y −3 = 0
Π2 : 3x+ y − z = 0
con el planoΠ : 2x+ y + z+4 = 0.
Solución: Sea L la recta de intersección de los planos Π1 y Π2. Si v es el vector director de la recta L,
entonces se cumple que
v = nΠ1 ×nΠ2
donde nΠ1 = (1,1,0) y nΠ2 = (3,1,−1). Entonces
v =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ıˆ ˆ kˆ
1 1 0
3 1 −1
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1,1,−2)
Calculando el ángulo haciendo uno del vector normal al planoΠ se tiene que
cos
(
Π
2
−α
)
= senα = |(2,1,1) · (−1,1,−2)|p
6 ·p6 =
3
6
= 1
2
=⇒ α = Π
6
Así, el ángulo que forman la recta L y el planoΠ es igual a
Π
6
.
Ejemplo 3.15
Determine una ecuación cartesiana del planoΠ1 si este que contiene al punto P = (1,1,1) y es paralelo
a las rectas L1 : (x, y , z) = (1,2,1)+ t (0,2,3), y L2 : (x, y , z) = (1,0,1)+ t (5,0,0)
Solución: De acuerdo a la teoría, un vector normal a Π1 debe ser perpendicular a (0,2,3) y a (5,0,0);
entonces para encontrar una ecuación cartesiana del planoΠ1, podemos tomar
n = (0,2,3)× (5,0,0) = (0,15,−10)
Como n ·OP = 5, una ecuación cartesiana es Π1 : 15y −10z = 5
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Ejemplo 3.16
Determine una ecuación cartesiana del planoΠ1 que sea
perpendicular a la recta
L1 : (x, y , z) = (1,2,1)+ t (0,2,3)
y que contenga al punto P = (1,1,1).
Solución: Para encontrar una ecuación cartesiana del
planoΠ1, podemos tomar n = (0,2,3). Como n ·OP = 5,
una ecuación cartesiana es
Π1 : 2y +3z = 5
X Y
Z
P
N
Ejemplo 3.17
Se considera la recta L :
{
x+2y = 7
y +2z = 4 y el punto P = (1,2,3).
Nos interesa calcular una ecuación paramétrica del plano Π que es perpendicular a la recta L y
contiene el punto P .
Consideremos los planosΠ1 : x+2y = 7 y Π2 : y+2z = 4. Es claro que un vector normal al planoΠ1
es nΠ1 = (1,2,0) y nΠ2 = (0,1,2) corresponde a un vector normal al planoΠ2.
Si el planoΠ es perpendicular a la recta L se cumple que nΠ1 ∥Π y nΠ2 ∥Π.
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Luego una ecuación vectorial del planoΠ está dada por:
Π : (x, y , z) = (1,2,3)+ t · (1,2,0)+ s · (0,1,2), t , s ∈R
Por lo tanto una ecuación paramétrica del planoΠ es
x = 1+ t
y = 2+2t + s; t , s ∈R
z = 3+2s
Ejemplo 3.18
Determinar una ecuación del plano que pasa por el punto A = (2,−1,1) y es paralelo al plano
3x+ y −5z+9 = 0.
Solución: Un plano paralelo al plano 3x + y −5z +9 = 0 tiene por ecuación 3x + y −5z +d = 0,
esto porque los vectores normales son paralelos, en ese caso es el vector (3,1,−5). Dado que el plano
buscado contiene al punto A = (2,−1,1) entonces sustiuyendo obtenemos
3x+ y −5z+d = 0 =⇒ 3(2)+−1−5(1)+d = 0 =⇒ d = 0.
Por lo tanto, una ecuación del plano es 3x+ y −5z = 0.
Ejemplo 3.19
Hallar una ecuación del planoΠ que satisface las condiciones siguientes:
a.) Contiene a los puntos A = (0,1,1) y B = (1,0,−2);
b.) Es perpendicular al planoΠ : 2x− y + z+1 = 0
Solución: Sea Π : ax + by + cz + d = 0 una ecuación del plano. Entonces como A = (0,1,1) y
B = (1,0,−2) están contenidos enΠ se tiene que
a(0)+b(1)+ c(1)+d = 0 =⇒ b+ c+d = 0,
a(1)+b(0)+ c(−2)+d = 0 =⇒ a− c+d = 0.
Por otra parte, si el plano es perpendicular al planoΠ1, entonces sus vectores normales también son
perpendiculares, esto es (a,b,c) · (2,−1,1) = 0, es decir
2a−b+ c = 0.
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De las ecuaciones anteriores se plantea el sistema de ecuaciones

b+ c+d = 0
a− c+d = 0
2a−b+ c = 0
cuya solución es a = −23 ,b = −76 y c = 16 .
Sustituyendo los valores obtenidos para a,b,c en una ecuación ax+by + cz+d = 0, se obtiene
ax+by + cz+d = 0⇐⇒−2
3
x− 7
6
y + 1
6
z+d = 0.
Por último, para encontrar el valor de d , se sustituye en una ecuación las coordenadas de un punto del
plano, que en este caso puede ser A o B .
A = (0,1,1) =⇒ −2
3
(0)− 7
6
·1+ 1
6
·1+d = 0 =⇒ d = 1.
Por lo tanto, una ecuación del planoΠ corresponde aΠ :−2
3
x−7
6
y+1
6
z+d = 0 o en forma equivalente
aΠ : 4x+7y − z = 6.
Ejemplo 3.20
Hallar una ecuación del plano que contiene los puntos A = (1,2,1) y B = (2,−1,−4) y es paralelo a la
recta L :
x
2
= y −2
3
= z−1
5
.
Solución: Sea ax+by+cz+d = 0 una ecuación del plano que contiene los puntos A y B y es paralelo
a la recta L. Un vector contenido en el plano corresponde a AB = (2,−1,−4)− (1,2,1) = (1,−3,−5).
Ahora bien, de la recta L se tiene que su vector director corresponde a (2,3,5) y este está contenido en
el plano, ya que la recta es paralela al plano. Entonces los vectores (1,−3,−5) y (2,3,5) no son paralelos,
por lo tanto generan al plano. Luego, un vector perpendicular al plano corresponde a∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ıˆ ˆ kˆ
1 −3 −5
2 3 5
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (0,−15,9).
Por último, como el punto A = (1,2,1) está contenido en el plano, entonces
ax+by + cz+d = 0 =⇒ 0 ·1+ (−15)(2)+9(1)+d = 0
=⇒ d = 21.
Por lo tanto una ecuación del plano es −15y +9z+21 = 0 o en forma equivalente a una ecuación
5y −3z−7 = 0.
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Ejemplo 3.21
Determinar el valor de k para que la recta L :
x−1
k+1 =
y
k
= z sea paralela al planoΠ : 4x+ y − z = 0.
Solución: La recta L es paralela al planoΠ si su vector director es perpendicular al vector normal del
plano. Entonces se tiene que de la recta L su vector director está dado por (k+1,k,1) y el vector normal
deΠ es (4,1,−1). Luego, se debe cumplir que el producto punto es igual a cero.
(k+1,k,1) · (4,1,−1) = 0 =⇒ 4(k+1)+k−1 = 0
=⇒ 5k+3 = 0
=⇒ k = −3
5
Por tanto, la recta L es paralela al planoΠ si k = −3
5
.
Ejemplo 3.22
Considere las rectas L1 y L2 cuyas ecuaciones son
L1 : (x, y , z) = (1,2,−1)+ t (1,−1,1) t ∈R
L2 :
x−1
3
= y +2 = z−4−2
a.) Verificar que las rectas son perpendiculares
b.) Determinar una ecuación cartesiana de un planoΠ que contenga ambas rectas.
Solución:
a.) Las rectas son perpendiculares si sus vectores directores también son ortogonales. En efecto:
(1,−1,1) · (3,1,−2) = 3+−1+−2 = 0.
b.) Vamos a determinar una ecuación de un planoΠ que contenga ambas rectas. El plano sigue la
dirección de los vectores directores de las rectas. Si n es un vector normal al plano, entonces es
perpendicular a los vectores directores. Así, se cumple
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n =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ıˆ ˆ kˆ
1 −1 1
3 1 −2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1,5,4)
El punto P = (1,2,−1) está contenida en la recta L, por lo tanto está en el plano. Entonces
PX ·n = 0 =⇒ [(x, y , z)− (1,2,−1)] ·n = 0
=⇒ (x−1, y −2, z+1) · (1,5,4) = 0
=⇒ x−1+5y −10+4z+4 = 0
=⇒ x+5y +4z = 7
Por tanto, una ecuación cartesiana del plano esΠ : x+5y +4z = 7
Ejemplo 3.23
Considere la recta L :
x−1
−2 = y +2 =
z−1
3
. Determinar una ecuación de un planoΠ que contiene la
recta L y tiene como vector normal a (−1,3,2).
Solución: La recta L está contenida en el plano, eso significa que cualquier punto en la recta también es
un punto en el plano. Considere el punto de la recta A = (1,−2,1). Si X = (x, y , z) es un punto en el
plano se cumple
AX ·n = 0 =⇒ [(x, y , z)− (1,−2,1)] · (−1,3,2) = 0
=⇒ (x−1, y +2, z−1)(−1,3,2) = 0
=⇒ −(x−1)+3(y +2)+2(z−1) = 0
=⇒ −x+1+3y +6+2z−2 = 0
=⇒ −x+3y +2z = −5
Por lo tanto, una ecuación del planoΠ es −x+3y +2z = −5
3.6 Intersección entre recta y plano.
Para obtener la intersección entre una recta L1 : (x, y , z) = P + t v y el plano Π1 : a1x+b1 y + c1z = d1, lo
que hacemos es pasar a una ecuación paramétrica de L1 y sustituimos x(t), y(t) y z(t) en la ecuación
del plano: a1x(t )+b1 y(t )+ c1z(t ) = d1. Resolvemos para t ; si la solución es única, con este valor de t
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obtenemos el punto de intersección sustituyendo en la ecuación de la recta.
Si una ecuación a1x(t )+b1 y(t )+c1z(t ) = d1 tiene infinitas soluciones significa que la recta está en el plano
y si noy hay solución significa que la recta es paralela al plano pero es ajena a él.
Seleccione y arrastre los vectores o los puntos
Ángulo , Intersección
Rect a y pl ano
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Figura 3.8: Intersección entre rectas y planos
Ejemplo 3.24
Consideremos el problema de obtener la intersección,
si hubiera, entre el plano Π : x −2y +3z = 1 y la recta
L : (x, y , z) = (1,2,1)+ t (0,2,3)
Las ecuaciónes parámetricas de L son

x = 1
y = 2+2t
z = 1+3t .
Luego, sustituyendo en la ecuación deΠ queda
1−2(2+2t )+3(1+3t ) = 1 =⇒ t = 1
5
Finalmente, sustituyendo en la ecuación de L, obtenemos
el punto de intersección (1, 125 ,
8
5 )
X
Y
Z L
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Ejemplo 3.25
Considere las rectas en R3 :
L1 :

x = 3+2t
y = −1+ t ; t ∈R
z = 5− t
L2 :

x = 6+ s
y = 2+2s ; s ∈R
z = 3− s
y el planoΠ : 3x−2y +4z = 5.
a.) Determinar, si existe, el punto de intersección entre L1 y L2.
b.) Determinar, si existe, el punto de intersección entre L1 y el planoΠ.
c.) Calcular la distancia entre la recta L1 y el planoΠ. Utilice proyecciones para hacer este cálculo y
haga un dibujo explicativo.
Solución:
a.) L1 y L2 se intersecan si existen t y s tales que:

3+2t = 6+ s
−1+ t = 2+2s
5− t = 3− s
=⇒

2t − s = 3
t −2s = 3
−t + s = −2
Resolviendo el sistema:
 2 −1 31 −2 3
−1 1 −2
 F1;F2−−−→
 1 −2 32 −1 3
−1 1 −2
 F1+F3−−−−−−→−2F1+F2
 1 −2 30 3 −3
0 −1 1

1
3 F2−−→
 1 −2 30 1 −1
0 −1 1
 F2+F3−−−−−→
2F2+F1
 1 0 10 1 −1
0 0 0

Luego existe un único punto de intersección determinado por s = −1 o t = 1. Es decir, el punto
de intersección es: (x, y , z) = (5,0,4).
Por otro lado, L1 y el planoΠ se intersecan si existe t ∈R tal que:
3(3+2t )−2(−1+ t )+4(5− t ) = 5
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Resolviendo una ecuación :
9+6t +2−2t +20−4t = 5 =⇒ 0 = 31 = 5
lo cual es evidentemente una inconsistencia. Así, no existe t tal que (3+ 2t ,−1+ t ,5− t) sea
un punto del plano lo que implica que la recta L1 no interseca al plano Π, significa que L1 es
paralela aΠ.
Por último, es claro que la recta L1 es paralela al plano, entonces d (L1,Π) = d (Q,Π) donde Q es
cualquier punto de L1. Para calcular d (Q,Π) usando proyecciones se necesita:
a.) elegir un punto Q de la recta L1, por ejemplo: Q = (3,−1,5)
b.) elegir un punto P de Π, por ejemplo si se toma z = 0 y x = 1 se despeja y de una
ecuación 3x − 2y + 4z = 5, obteniéndose y = −1, en consecuencia se toma el punto
P = (1,−1,0) del planoΠ.
c.) dar un vector normal al planoΠ, n = (3,−2,4).
d.) Determinar d (Q,Π) que corresponde a
∥∥∥∥proyPQn
∥∥∥∥.
Entonces
a.) PQ = (3,−1,5)− (1,−1,0) = (2,0,5)
b.) proy
PQ
n =
PQ ·n
||n||2 ·n =
(2,0,5) · (3,−2,4)
29
· (3,−2,4) = 26
29
(3,−2,4)
c.)
∥∥∥∥proyPQn
∥∥∥∥ = ∥∥2629 (3,−2,4)∥∥ = ∥∥2629∥∥ ‖(3,−2,4)‖ = 2629p29 = 26p29.
En consecuencia se tiene que d (L1,Π) = d (Q,Π) = 26p
29
.
Ejemplo 3.26
Considere la recta L y el planoΠ cuyas ecuaciones están dadas respectivamente por:
L :

x = 2+3t
y = 1−4t
z = 7+ t
con t ∈R
y Π : 2x+3y −5z+7 = 0.
Determine, si existe, el punto de intersección entre la recta L y el planoΠ.
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Solución: Necesitamos determinar si existe t ∈ R para el cual, el punto generado en una ecuación
paramétrica de L satisfaga también una ecuación del planoΠ.
2x+3y −5z+7 = 0 =⇒ 2(2+3t )+3(1−4t )−5(7+ t )+7 = 0
=⇒ −11t −21 = 0
=⇒ t = −21
11
El punto de intersección
(
x, y , z
)
está dado por
x = 2+3 ·−2111 = −4111
y = 1−4 ·−2111 = 9511
z = 7+−2111 = 5611
Por tanto, la recta L y el planoΠ se intersecan en el punto
(
−41
11
,
95
11
,
56
11
)
3.7 Distancia mínima de un punto a un plano.
Consideremos un plano Π de ecuación ax + by + cz = d . Sea P ∈ Π. Un vector normal al plano es
n = (a,b,c). La distancia mínima, de un punto Q a este plano, es la longitud del segmento perpendicular al
plano que va desde Q hasta el plano. Podemos usar proyecciones para calcular esta distancia (y también
cálculo diferencial)
Seleccione y arrastre el vector o el punto
Detalles
Di st anci a del punt o sobr e el pl ano
Wolfram CDF Player
Figura 3.9: Distancia de un punto a un plano
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La distancia de Q = (x1, y1, z1) aΠ se denota d(Q,Π).
d(Q,Π) = ||proyPQn ||
= ∥ (Q−P )·n||n||2 n ∥
=
∣∣∣ (Q−P )·n||n||2 ∣∣∣ ∥n ∥
=
∣∣(x1, y1, z1) ·n−P ·n∣∣
||n||
Desarrollando obtenemos
d(Q,Π) =
∣∣ax1+by1+ cz1−d ∣∣p
a2+b2+ c2
(3.1)
Ejemplo 3.27
Si Π : 2x+3y−2z = 5. La distancia del plano al origen es |2 ·0+3 ·0−2 ·0−5|√
22+32+ (−2)2
= 5p
17
El punto de un plano más cercano a un punto dado.
Supongamos que tenemos un punto Q = (x1, y1, z1) y un plano Π de ecuación ax + by + cz = d .
Consideremos el problema es calcular Q ′ ∈ Π tal que d(Q,Π) = d(Q,Q ′). Supongamos que n es un vector
normal al plano Π.
Como Q′Q = λn entonces,
Q′Q = λn
Aplicamos producto punto por n
n ·Q′Q = λn ·n,
n ·OQ′−n ·OQ = λn ·n
Como Q ′ ∈ Π entonces n ·OQ′ = d
λ = d −n ·OQ
n ·n =
d −ax1−by1− cz1
a2+b2+ c2 X
Y
Z
3.7 Distancia mínima de un punto a un plano. (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). 99
El punto más cercano, en el plano Π de ecuación ax+by + cz = d , al punto Q es
Q ′ = Q+λn con λ = d −n ·OQ
n ·n .
En particular, el punto del plano Π más cercano al origen (Q = (0,0,0)) es Q ′ = d||n||2 n y d(O,Π) =
d
||n|| .
Distancia entre planos
Si dos planos no son paralelos, entonces hay intersección y la distancia mínima entre ellos es cero. Si los
planos Π1 y Π2 son paralelos, entonces, usando la fórmula 3.1, la distancia mínima d(Π1,Π2)= d(Q,Π2)
para cualquier Q ∈ Π1.
Distancia de una recta a un plano
Si la recta L1 no es paralela al plano Π entonces, como hay intersección, la distancia mínima de la recta al
plano es d(L1,Π)= 0.
Si la recta L1 y el plano Π son paralelos, entonces la distancia mínima se puede obtener, usando la fórmula
3.1, calculando la distancia de cualquier punto P ∈ L1 al plano: d(L1,Π)= d(P ,Π).
Ejemplo 3.28
Determine la distancia entre la recta L : (2,0,−1)+ t · (1,1,1), t ∈ R, y el plano Π : x+ y −2z =−3.
Solución: Como (1,1,1) · (1,1,−2)= 0, la recta y el plano son paralelos. Ahora usamos la fórmula 3.1
d(L,Π)= d [ (2,0,−1),Π ]= |1 ·2+1 ·0−2 · (−1)+3|√
12+12+ (−2)2
= 7p
6
Ejemplo 3.29
Considere la recta L y el planoΠ definidos por:
L :
x−1
2
= y +5−5 =
z+3
4
Π : 2x+4y +4z = 5
1. Justificar por qué la recta L y el planoΠ son paralelos
2. Calcular la distancia entre el planoΠ y la recta L usando la fórmula d(L,Π)= ||proyPQn ||
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3. Calcule una ecuación normal del planoΠ1 que es perpendicular aΠ y contiene a L
Solución:
1. La recta L y el planoΠ son paralelos si el vector normal al plano y el vector director de la recta L
son perpendiculares. Para la recta L se tiene que v = (2,−5,4) y n = (2,4,4). Notemos que
v ·n = (2,−5,4) · (2,4,4) = 4+−20+16 = 0
lo que implica que v⊥n y en consecuencia L ∥Π.
2. Como la recta L es paralela aΠ entonces d (L,Π) = d (Q,Π) donde Q es cualquier punto de la
recta L. Entonces
a.) elegir un punto Q de la recta L, tomemos Q = (1,−5,−3)
b.) elegir un punto P del planoΠ, sea P = (12 ,0,1)
c.) Calcular el vector PQ, en este caso: PQ = (12 ,0,1)− (1,−5,−3) = (−12 ,5,4)
d.) Dar un vector normal al plano, en este caso podemos tomar n = (2,4,4)
e.) Calcular proy
PQ
n =
PQ ·n
||n||2 ·n =
(−12 ,5,4) · (2,4,4)
36
· (2,4,4) = 35
36
(2,4,4)
Finalmente, d (L,Π) = d (Q,Π) = ||proyPQn || .
Entonces: ∣∣∣∣∣∣∣∣3536(2,4,4)
∣∣∣∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣3526
∣∣∣∣ || (2,4,4) || = 3536 ·6 = 356
Luego, d (L,Π) = 35
6
.
3. Consideremos Π1 : ax +by + cz +d = 0 una ecuación normal del plano. De acuerdo a las
condiciones que se deben cumplir se tiene que:
a.) Π1 ⊥Π =⇒ nΠ1 ·nΠ = 0.
b.) L ⊂Π1 =⇒ v⊥nΠ1 .
Luego, se cumple que nΠ1 = nΠ×v, así: nΠ1 = nΠ×v =
∣∣∣∣∣∣∣
ıˆ ˆ kˆ
2 4 4
2 −5 4
∣∣∣∣∣∣∣ = (36,0,−18)
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Considerando que L está contenida enΠ1 entonces cualquier punto de la recta es también un
punto del plano, en particular tome P = (1,−5,−3), lo que implica que
36x−18z+d = 0 =⇒ 36(1)−18(−3)+d = 0 =⇒ d = −90
una ecuación del planoΠ1 es 36x−18z = 90, simplificando:Π1 : 2x− z = 5.
3.8 Distancia entre rectas
Dadas dos rectas diferentes L1 : (x, y , z) = P + t v, t ∈ R, y
L2 : (x, y , z) = Q + t u, t ∈ R, siempre es posible encontrar
dos planos paralelos Π1 y Π2, que contienen a L1 y L2,
respectivamente. Un vector normal a estos dos planos es u×v.
Entonces, usando la fórmula 3.1, d(L1,L2)= d(P ,Π2), P ∈ L1 ⊂
Π1. En detalle sería así: Un vector normal para Π2 es n=u×v y
Q ∈ Π2, entonces
Figura 3.10
d(L1,L2)= d(P ,Π2)=
|PQ · (u×v)|
||u×v||
La fórmula anterior nos dice que d(L1,L2) también
se puede obtener usando la fórmula 1.1 para vo-
lumen del paralelípedo determinado por u, v y
w=QP ,
d(L1,L2) ||u×v|| = |w · (u×v)| =Volumen
Los puntos más cercanos entre dos rectas. Más
interesante es determinar los puntos D ∈ L1 y
D ′ ∈ L2 en los que se alcanza el mínimo d(L1,L2), es
decir, d(L1,L2)= d(D ,D ′). Esto se puede determinar
con un cálculo algebraico.
Seleccione y arrastre los vectores y y los puntos y
1. 2
Wolfram CDF Player
Figura 3.11: Distancia entre dos rectas
a.) Si L1 y L2 no son paralelas, −(u ·v)2 + u ·u v ·v 6= 0. Entonces: Sean L1 : (x, y , z) = P + t v, t ∈ R, y
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L2 : (x, y , z) = Q+ t u, t ∈ R, y supongamos que los puntos D ∈ L1 y D ′ ∈ L2 son los puntos en los que
se alcanza el mínimo d(L1,L2)= d(D ,D ′). Sea
D = P + tm v y D ′ = Q+ sm u,
y w=D−D ′, entonces w es perpendicular a L1 y a L2, por tanto
u ·w = 0
v ·w = 0
Expandiendo, tenemos el un sistema lineal con incognitas tm y sm ,
u · (P + tm v−Q− sm u) = 0
v · (P + tm v−Q− sm u) = 0
=⇒
u ·P + tm u ·v−u ·Q− sm u ·u = 0
v ·P + tm v ·v−v ·Q− sm v ·u = 0
tm = −u ·u v ·P − u ·u v ·Q − u ·P v ·u + u ·Q v ·u−(u ·v)2 + u ·u v ·v
sm = −u ·v v ·P − u ·v v ·Q − u ·P v ·v + u ·Q v ·v−(u ·v)2 + u ·u v ·v
b.) Si L1 y L2 son paralelas, entonces si D = P y D ′ =Q+ smu, resolviendo, obtenemos
tm = 0
sm = −v · (P −Q)v ·v
3.9 Ejercicios
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Y 3.9.1 Sean A = (1,1,1), B = (−2,1,2) y C = (3,−3,0).
a.) Calcule una ecuación vectorial de la recta L1 que pasa por A y B
b.) Calcule una ecuación vectorial del plano Π1 que contiene a los puntos A,B y C
c.) Calcule una cartesiana del plano Π1 que contiene a los puntos A,B y C
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d.) Calcule, si hubiera, la intersección de la recta L1 y el plano Π1
e.) Calcule la distancia del punto C a la recta L1
f.) Calcule una ecuación vectorial de una recta L2 que sea perpendicular a las
rectas L1 y L3 : (x, y , z) = t (1,0,3).
Y 3.9.2 Calcule una ecuación cartesiana del plano Π2 que contiene a la recta
L3 : (x, y , z) = t (1,0,3) y pasa por Q = (−2,−2,2).
Y 3.9.3 Calcule una ecuación cartesiana del plano Π3 que contiene al punto
Q = (−2,−2,2) y es paralelo al plano Π4 : x+2y − z = 1.
Y 3.9.4 Determine una ecuación cartesiana del plano Π que contiene al
punto (1,1,1) y que es que paralelo a las rectas L5(t) = (1,1,1)+ t(1,−1,1) y
L6(t ) = (3,−1,1)+ t (−1,1,2).
Y 3.9.5 Considere el plano Π de ecuación vectorial Π : (1,2,0)+ t (−2,4,1)+
s (1,1,2). ¿Cuáles de los siguientes puntos (0,0,0), (1,2,0) y (2,−3,−3), están en el
plano Π?
Y 3.9.6 Determine una ecuación cartesiana del plano Π1 que contiene a los puntos
A = (1,1,1) y B = (−2,0,0) y que es perpendicular al plano Π2 : x+ y +3z = 3.
Y 3.9.7 Considere el plano Π : x+ y +2z = 1 y el punto Q = (1,1,2) ∉Π
a.) Calcule la distancia de Q al plano Π
b.) Calcule el punto E ∈ Π tal que la distancia d(E ,Q) es mínima.
104 Planos.
Y 3.9.8 Hallar una ecuación vectorial de la recta que pasa por los puntos A =
(2,−1,3) y B = (5,0,4).
Y 3.9.9 Determinar una ecuación de la recta L que satisface simultáneamente las
condiciones siguientes
a.) Pasa por el punto P = (1,3,4)
b.) Es paralela a la recta
x−2
−3 =
y +1
1
= z+5
2
Y 3.9.10 Hallar una ecuación del plano que contiene los puntos A = (2,1,0), B =
(1,1,3) y C = (0,0,2).
Y 3.9.11 Hallar una ecuación del plano que pasa por el punto (−1,3,0) y por el
punto de intersección entre los planos x+2y − z = 2 y 2x−3y +4z = 1.
Y 3.9.12 Hallar una ecuación del plano que contiene el punto P = (3,2,5) y es
paralelo al plano
Π : 2x− y +3z = 4
Y 3.9.13 Hallar una ecuación del plano que pasa por los puntos P = (0,1,2) y Q =
(1,3,−1) que es paralelo a la recta L, donde L corresponde a la recta de intersección
entre los planos x+2y −3z = 0 y x−4y + z = 2.
Y 3.9.14 Hallar una ecuación del plano que pasa por los puntos (5,0,2) y (1,4,2)
paralelo a la recta
x−2
1
= y −3
4
= z−1
3
Y 3.9.15 Hallar una ecuación vectorial de la recta L definida por la intersección
entre los planos x+2y + z = 0 y x−3y +2z = 4.
Y 3.9.16 Hallar una ecuación del plano que pasa por el punto (1,0,0) y es paralelo
a las rectas
L1 :
x−3
2
= y −2
2
= z−1
4
L2 :
x−1
3
= z−4−1 ; y =−2
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Y 3.9.17 Hallar una ecuación del plano Π que satisface simultáneamente las
condiciones siguientes:
a.) Pasa por el punto P = (2,0,3)
b.) Contiene a la recta
x−1
2
= y +3
1
= z−2
3
Y 3.9.18 Considere el punto P = (2,−1,5) y los planos:
Π1 : 2x+3y −4z = 6
Π2 : 3x− y + z = 4
Hallar una ecuación de la recta L que pasa por el punto P y es paralela aΠ1 y Π2
Y 3.9.19 Dada la recta L :
x−1
4
= y +3
2
= z+2
3
y el planoΠ : x− y + z = 5 hallar las
coordenadas del punto de intersección entre L y Π.
Y 3.9.20 Hallar una ecuación del plano que pasa por el punto (3,2,−1) y es perpen-
dicular a la recta
(x, y , z)= (2,−3,1)+λ(5,−1,2), λ ∈R
Y 3.9.21 Considere las ecuaciones simétricas de la recta L :
x
3
= y −3−2 =
4− z
−1 y una
ecuación normal del planoΠ : 5x− y+4z = 2. Hallar una ecuación del plano que pasa
por la recta L y es perpendicular al planoΠ.
Y 3.9.22 Hallar una ecuación del planoΠ que satisface simultáneamente las condi-
ciones siguientes
a.) Pasa por los puntos A = (3,2,−1) y B = (4,0,2)
b.) Es perpendicular al plano x−5y +2z+6= 0
Y 3.9.23 Hallar una ecuación de la recta que pasa por el punto (4,4,1) y que corta
perpendicularmente a la recta
x−7= y +2
3
= z−3−4
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Y 3.9.24 Hallar una ecuación del plano que pasa por el punto (2,−3,−4) y que es
perpendicular a los planos x+2y − z = 8 y 7x−2y + z = 3.
Y 3.9.25 Dado el punto P = (6,1,1) resuelva lo siguiente
a.) Hallar una ecuación de la recta que pasa por el punto P y es perpendicular al
plano 3x−4y +6z = 6.
b.) Determinar una ecuación de la recta perpendicular a las rectas:
L1 : (x, y , z)= (8,3,6)+λ(3,4,3), λ ∈R
L2 :

x = 2+6t
y = 3t t ∈R
z = 1+7t
Y 3.9.26 Hallar la distancia entre los planos 2x+4y − z+7= 0 y 4x+8y −2z = 1.
Y 3.9.27 Determinar el ángulo que forman las rectas
x−2
2
= y −3
6
= z−1
7
(x, y , z)= (1,3,2)+λ(2,4,9), λ ∈R
Y 3.9.28 Considere el plano Π : 2x−2y + z = 4. Hallar el área del triángulo cuyos
vértices son las intersecciones de dicho plano con los ejes coordenados.
Y 3.9.29 Hallar una ecuación vectorial y paramétrica del planoΠ que pasa por los
puntos A = (2,0,−3), B = (1,4,2) y C = (−3,2,5).
Y 3.9.30 Hallar una ecuación vectorial y paramétrica del planoΠ que pasa por los
puntos A = (2,0,−3), B = (1,4,2) y C = (−3,2,5).
Y 3.9.31 Sean los puntos A = (1,2,1), B = (2,3,1), C = (0,5,3) y D = (−1,4,3).
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a.) Verificar que los cuatro puntos están en el mismo plano. Hallar una ecuación de
dicho plano.
b.) Demostrar que el polígono de vértices ABC D es un rectángulo.
c.) Calcular el área de dicho rectángulo.
Y 3.9.32 Considere la recta L :
x−1
2
= y +5−5 =
z+3
4
y el planoΠ : 2x+4y +4z = 5.
a.) Justificar por qué la recta L y el planoΠ son paralelos.
b.) Calcular la distancia entre el planoΠ y la recta L.
c.) Hallar una ecuación del plano perpendicular aΠ y contiene a la recta L.
Y 3.9.33 Considere los planosΠ1 : x+2y = 7,Π2 : y +2z = 4 y el punto P = (1,2,3).
a.) Hallar la recta L1 intersección entre ambos planos.
b.) Calcular una ecuación vectorial del planoΠ que es perpendicular a la recta L y
contiene el punto P .
c.) Considere la recta L2 :

x = 1
y = 2+ t t ∈R
z = 3+2t
Verificar que la recta L2 está contenida
en el planoΠ.
d.) Hallar las coordenadas del punto Q de la recta L2 más cercano a la recta L1.
Y 3.9.34 Sean A = (1,1,1), B = (−2,1,2) y C = (3,−3,0).
a.) Calcule una ecuación vectorial de la recta L1 que pasa por A y B
b.) Calcule una ecuación vectorial del plano Π1 que contiene a los puntos A,B y C
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c.) Calcule una cartesiana del plano Π1 que contiene a los puntos A,B y C
d.) Calcule, si hubiera, la intersección de la recta L1 y el plano Π1
e.) Calcule la distancia del punto C a la recta L1
f.) Calcule una ecuación vectorial de una recta L2 que sea perpendicular a las
rectas L1 y L3 : (x, y , z) = t (1,0,3).
Y 3.9.35 Considere el plano Π : x+ y +2z = 1 y el punto Q = (1,1,2) ∉Π
a.) Calcule la distancia de Q al plano Π
b.) Calcule el punto E ∈ Π tal que la distancia d(E ,Q) es mínima.
Y 3.9.36 Considere el plano Π : 2x+ y + z = 1.
a.) Dé un punto Q cuya distancia al plano Π sea uno e indique el punto E ∈ Π tal
que la distancia d(E ,Q)= 1.
b.) Dé una recta L : Q+ t ·v tal que d(L,Π)= 1
3.10 Proyección ortogonal de un vector sobre un plano.
La proyección de un vector v sobre un vector w se puede extender al caso de un vector y un plano. Sea
u ∈ R3, la proyección ortogonal de u sobre el plano Π0 es el único vector proy
u
Π0
∈ R3 que cumple las dos
condiciones siguientes,
a.)
(
u−proyu
Π0
)
⊥QR, ∀Q,R ∈ Π0
b.) ||u−proyu
Π0
|| ≤ ||u−OQ||, ∀Q ∈ Π0
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Seleccione y arrastre el vector o los puntos , o
Detalles Wolfram CDF Player
Figura 3.12: Proyección ortogonal de u sobre un plano
El vector u−proyu
Π0
se le llama componente de u ortogonal a Π0 . Aunque parece suficiente con la condición
a.), es la condición b.) la que garantiza la unicidad.
Si conocemos una ecuación cartesiana de Π : ax+by + cz = d , entonces si n = (a,b,c), tenemos
proy
u
Π0
= u− u ·n||n||2 n
A veces es útil la siguiente formulación: Si conocemos una ecuación vectorial de Π : (x, y , z) = P + t vˆ + swˆ
con vˆ ⊥ wˆ , entonces
proy
u
Π0
= P + (u · vˆ ) vˆ + (u · wˆ )wˆ
Si los puntos no colineales P ,Q,R ∈ Π y si v1 = PQ y v2 = PR, entonces un conjunto ortonormal se puede
obtener con el proceso de ortogonalización de Gramm-Schmidt:
Π : (x, y , z) = P + t vˆ + swˆ con vˆ ⊥ wˆ y vˆ = v1||v1||
y wˆ = v2− (vˆ ·v2)vˆ||v2− (vˆ ·v2)vˆ ||
110 Planos.
Ejemplo 3.30
Calcular la distancia de Q = (2,3,1) al plano Π0 : x+ y +
2z = 0 y calcular la proyección del vector OQ sobre el
lpano Π.
Solución: Un vector normal al plano es n = (1,1,2), enton-
ces,
d(Q,Π0) =
∣∣ax+by + cz−d ∣∣p
a2+b2+ c2
= |1 ·2+1 ·3+2 ·1−0|p
12+12+22
= 7p
6
Cálculo de la proyección: Como tenemos una ecuación
cartesiana, usamos u = (2,3,1) y n = (1,1,2).
proy
u
Π0
= (2,3,1) − (2,3,1) · (1,1,2)||(1,1,2)||2 (1,1,2)
X
Y
Z
'
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4 — Soluciones de los ejercicios
Soluciones del Capítulo 1
1.7.1ïY 1.
1.7.2ïY k =±3.
1.7.3ïY
1.7.4ïY
1p
15
(2,−1,1,3).
1.7.5ïY
1.7.6ïY En general y =−2x
7
. En particular tome x =−72 , y = 1.
1.7.7ïY w1 = (0,1,1),w2 = (1,0,0).
1.7.8ïY
(
1p
3
, 1p
3
,− 1p
3
)
1.7.9ïY
(
0,± 6p
5
,± 3p
5
)
1.7.10ïY w=
(
1
3
,
−1
3
,
2
3
)
,s=
(
2
3
,
4
3
,
1
3
)
1.7.11ïY
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1.7.12ïY ±
(
−3
5
,
4
5
,1
)
1.7.13ïY A= 12
p
738(ul )2
1.7.14ïY w1 = (18,−36,−18), w2 = (22,−32,−20)
1.7.15ïY
(
± 2p
14
,± 1p
14
,± 3p
14
)
1.7.16ïY (−3,3,3)
1.7.17ïY u= (−5,1,−3), u= (5,−1,3)
1.7.18ïY w=
(
1
3
,−1
3
,
2
3
)
, s=
(
2
3
,
4
3
,
1
3
)
1.7.19ïY
1.7.20ïY
1.7.21ïY 0
1.7.22ïY
(
0,−1
2
,±
p
3
2
)
1.7.23ïY
1.7.24ïY 2pi3
1.7.25ïY
1p
2
(1,0,−1) ó 1
3
p
2
(1,4,1)
1.7.26ïY
(
2
p
2,
p
3,2
p
2
)
;
(
2
p
2,−p3,2p2)
1.7.27ïY
1.7.28ïY θ = pi
3
.
1.7.29ïY (−1,0,0)
1.7.30ïY
(
5
p
2,5,−5)
1.7.31ïY u= (−4,±4p3,0)
1.7.32ïY
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1.7.33ïY a= (3,−3,3), b= (2,−3,−2)
1.7.34ïY (2,4,2)
1.7.35ïY v= (−3,6,−3)
1.7.36ïY
1.7.37ïY
3
p
2
2
1.7.38ïY 2
1.7.39ïY proy
a
p =
(
−11
28
,
11
28
,0
)
1.7.40ïY
1.7.41ïY
(p
2
3 ,
p
2
6 ,
p
2
3
)
Soluciones del Capítulo 2
2.4.1ïY
2.4.2ïY
2.4.3ïY
x−1
11
= y +2−10 =
z−4
3
2.4.4ïY
p
13p
45
2.4.5ïY (0,4,−1)
2.4.6ïY
2.4.7ïY
2.4.8ïY L2 = (1,1,1)+ t v y L3 = (1,1,1)+ t w. Los vectores v= (v1, v2,0) y w= (w1, w2,0) son una
solución particular del sistema

v · (1,−1,1) = 0
w · (1,−1,1) = 0
v ·w = 0
2.4.9ïY Una opción para L1 es L1 : (x, y , z)= (1,2,0)+t (2,0,1) y una opción para L2 es L2 : (x, y , z)=
(1,2, a)+ t (−2,3,4). Como se ve, L1 y L2 son perpendiculares y L1 tiene un punto en común con L. Como
L2 es paralela a L, para que la distancia entre ellas sea 1, se agregó un desplazamiento, entonces solo falta
resolver d [(1,2, a),L]= 1
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Soluciones del Capítulo 3
3.9.1ïY
a.)
b.)
c.)
d.)
e.)
f.)
3.9.2ïY
3.9.3ïY
3.9.4ïY
3.9.5ïY
3.9.6ïY
3.9.7ïY
a.)
b.)
3.9.8ïY (x, y , z)= (2,−1,3)+λ(3,1,1), λ ∈R
3.9.9ïY
x−1
−3 =
y −3
1
= z−4
2
3.9.10ïY 3x−4y + z = 2
3.9.11ïY 6x+5y −9= 0
3.9.12ïY 2x− y +3z−19= 0
3.9.13ïY 6x−9y −4z+17= 0
3.9.14ïY 3x+3y −5z = 5
3.9.15ïY (x, y , z)= (−4,0,4)+λ(−7,1,5), λ ∈R
3.9.16ïY x−7y +3z−1= 0
3.9.17ïY 8x− y −5z = 1
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3.9.18ïY L :
11x+13
7
= 11y +61
10
= z
3.9.19ïY
(17
5 ,−95 ,−15
)
3.9.20ïY 5x− y +2z = 11
3.9.21ïY x+ y − z =−1
3.9.22ïY 11x+ y −3z = 38
3.9.23ïY x+3y −4z−12= 0
3.9.24ïY y +2z+11= 0
3.9.25ïY
a.)
x−6
3
= y −1−4 =
z−1
6
b.)

x = −1458+133t
105
y = 33−7t
35
t ∈R
z = t
3.9.26ïY
15
2
p
21
3.9.27ïY 16.2988◦
3.9.28ïY 6(ul )2
3.9.29ïY Π : (2,0,−3)+ t (−1,4,5)+ s(−5,2,8), t , s ∈R
3.9.30ïY Π : (2,0,−3)+ t (−1,4,5)+ s(−5,2,8), t , s ∈R
Π :

x = 2− t −5s
y = 4t +2s t , s ∈R
z =−3+5t +8s
3.9.31ïY
a.) x− y +2z−1= 0
b.)
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c.) 2
p
6 (ul)2
3.9.32ïY
a.)
b.)
35
6
c.) 2x− z−5= 0
3.9.33ïY
a.) x =−1+4t , y = 4−2t , z = t , t ∈R
b.) (1+ t ,2+2t + s,3+2s)
c.)
d.) Q =
(
1,
6
5
,
7
5
)
3.9.34ïY
a.)
b.)
c.)
d.)
e.)
f.)
3.9.35ïY
a.)
b.)
3.9.36ïY
a.) Si P es cualquier punto del plano Π, podría tomar Q = P + (2,1,1)||(2,1,1)|| y, por supuesto, E = P .
b.) Podemos tomar Q como en el ítem anterior y v = (0,−1,−1). De esta manera L es paralela a Π y
d(L,Π)= 1.
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